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Capitolo 1

Il Problema Limite Centrale

1.1 Leggi e Tipi di leggi

Per funzione di distribuzione® (f.d.) intenderemo una funzione F' su R non decre-
scente, continua da sinistra (o da destra) e limitata fra 0 e 1 (p. 177). Da questa
definizione non discende in generale che F(—o0) = 0 e F(+o0) = 1, come invece
avviene per le f.d. di v.a. cioe di funzioni misurabili e q.o. finite (p. 152 e 172).
Se infatti X e una funzione misurabile che puo assumere anche valori infiniti con
probabilita non nulle ¢ evidente che avremo F(—o0) > 0 e F(400) < 1.

Diremo che una successione di f.d. F,, converge debolmente (p. 180) ad una f.d. F,
e scriveremo F,, — F, se F,, — F sull'insieme €(F) dei punti di continuita di F.
Diremo invece che converge completamente ad una f.d. F, e scriveremo F,, — F,
se [}, — F e se Fj,(Foo) — F(F00). Si vede facilmente che la convergenza debole
non implica la convergenza completa.

Poiché c¢’e corrispondenza biunivoca fra distribuzioni di probabilita, f.d. e funzion:
caratteristiche (f.c. vedi p. 198)

flu) = [ e ar

intenderemo tutti questi concetti come rappresentazioni diverse, ma equivalenti dello
stesso concetto che chiameremo legge L. In pratica per individuare la legge useremo
quasi sempre la f.c. Trasformando una v.a. X in a + bX con b # 0 si modificano
'origine e la scala dei suoi valori (ed eventualmente l'orientazione se b < 0): la
famiglia di tutte le leggi che si ottengono da una v.a. mediante queste trasformazioni
lineari si chiama tipo di leggi (p. 214). In particolare £(a) denota il tipo degenere
di leggi. Si verifica immediatamente che se f(u) € una f.c. tute e sole le f.c. dello
stesso tipo hanno la forma €™ f(bu).

LQueste note seguono l'impostazione del libro di M. Loe¢ve: PROBABILITY THEORY - I/11,
Springer 1987/78; pertanto le citazioni — ove non altrimenti indicato — si riferiscono sempre a tale
opera. Per distinguere i due volumi le pagine del vol. IT sono indicate in carattere slanted.
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Useremo per la convergenza (debole o completa) di leggi la stessa notazione adottata
per le f.d. Nel seguito avremo a che fare quasi sempre con leggi £(X) di v.a. X. In
questo caso se una successione £(X,,) di leggi di v.a. converge completamente, la
legge limite £(X) € necessariamente quella di una v.a. e noi trascureremo di indicare
la completezza scrivendo solo £(X,,) — L£(X). Si noti che se L(X,,) — L(X), allora
anche L(a+bX,) — L(a+bX): pertanto la convergenza di leggi verso leggi ¢ in realta
convergenza di tipi verso tipi. Inoltre, data £(X,,) (convergente, o non convergente)
ci si puo chiedere se esistono a, e b, tali che L(a, + b,X,,) sia convergente: si noti
che i teoremi limite classici sono una particolare forma di questo problema dove si
studiano le successioni di somme consecutive di v.a. indipendenti. La convergenza
dei tipi gode di una importante proprieta (A. Khintchin, p. 216):

Teorema 1.1. TEOREMA SULLA CONVERGENZA DEI TIPI: Se L(X,,) — L(X) non
degenere, e se L(a,+b,X,) — L(X') non degenere, allora L(X) e L(X") sono dello
stesso tipo con L(X') = L(a+bX) e, se b, >0,

b, — b, an — @.
Inoltre, per ogni a finito, esistono a, e b, # 0 tali che L(a, + b,X,,) — L(a).

In altre parole: data una successione di leggi le trasformazioni lineari producono
al pit un tipo non degenere di leggi limite; ¢’¢ comunque sempre la possibilita di
ottenere come limite il tipo degenere.

Quest’ultima parte del teorema fornisce I'occasione per svolgere alcune osservazioni
circa le leggi (ad esempio) di tipo Cauchy: € noto infatti che le v.a. di tipo Cauchy
si ottengono con cambiamenti di origine e di scala della legge C caratterizzata dalle

seguenti densita e f.c.
1 1

71422’
Supponendo ora di avere una successione di v.a. X,, i.i.d. tutte con legge C si vede
immediatamente dalla forma della f.c. che, posto S, = X; + ... + X,,, le v.a. S,,/n
hanno ancora tutte legge C per ogni valore di n. Pertanto ¢ immediato concludere
che la Legge dei grandi numeri classica in questo caso non ¢ rispettata dato che
L(S,/n) = C per ogni n ovviamente non converge verso una v.a. degenere. E noto
che questo comportamento e dovuto al fatto che la legge C non ha neanche il primo
momento, per cui le ipotesi della forma classica della Legge dei grandi numeri non
sono rispettate. Il Teorema sulla convergenza dei tipi, pero, ci dice che anche in
questo caso e comunque possibile determinare una successione di costanti b,, tali che
b, S, risulti convergente verso la legge degenere £(0): quello che abbiamo verificato
con le osservazioni precedenti, infatti, ¢ solo che tali b, non possono essere del tipo
1/n. La dimostrazione del Teorema sulla convergenza dei tipi (p.216) ci suggerisce
anche la procedura per determinare le b,: se infatti 7, € una successione di numeri
tali che

~Jul

e

1
(S Z9) =~ W



1.2 Teoremi limite classici

comunque scelti dei numeri ¢, > 7, si avra
1
P(’Sn’ > Cn) < -, vn
n

e quindi anche (p.216) L£(S,/nc,) — L£(0), cioe b, = 1/nc,. Nel nostro esempio i
valori v, si calcolano da

1 Sh,
o= P(|Sy| > ) =P (

n

. +oo ] ] 9 .
21):2/ — zdle——arctanl
n yn T Lt ™ n

(n—l 7r)
Yn = ntan = .
n 2

Siccome e possibile dimostrare che

ottenendo

n—1mx
n 2

n>tan( ), Vn>1

si ricava che ponendo ¢, = n? > 1, cio¢ b, = 1/n3, otteniamo come forma possibile
di convergenza degenere per le leggi di Cauchy: £(S,/n®) — £(0). In conclusione:
le leggi di tipo Cauchy non soddisfano la forma classica della Legge dei Grandi
numeri, ma e sempre possibile determinare delle forme generalizzate di convergenza
degenere come ad esempio £(S,/n?) — L£(0).

1.2 Teoremi limite classici

I tipi classici di leggi limite sono tre (p. 283):

iau

1. degenere L(a), con f(u) =e
2. normale N (a,b?), con f(u) = piaup—b2u? /2
3. Poisson P(\;a,b), con f(u) = it (e 1)

Il tipo delle leggi di Poisson P(A;a,b) si ottiene a partire dalla legge standard di
Poisson P(A) = P(A;0, 1) nel modo seguente: se X ¢ una v.a. con legge P(A), allora
Y = a+bX halegge P(\;a,b); Y assume valori yp = a+bk con k=0,1,... con le
stesse probabilita di Poisson con cui X assume i valori k.

Non riporteremo qui le formulazioni classiche dei Teoremi limite (vedi §20 e §21); ri-
corderemo invece che i tre tipi citati possiedono un’importante proprieta di chiusura.
Diremo che la legge £(X) si decompone nelle leggi £(X;) e L(X32) (ovvero: queste ul-
time due compongono la prima), se X; e X, sono indipendenti e £(X) = L(X;+X>),
ovvero se f = fi1fs. Si ha allora il seguente risultato:

>
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Teorema 1.2. TEOREMA DI COMPOSIZIONE E DECOMPOSIZIONE: [ tipi degenere
e normale sono chiusi sotto composizione e decomposizione; lo stesso € vero per ogni
famiglia di leggi di Poisson con lo stesso b:

L(ay) *x L(az) = L(ay + az)

N(ay, b3) * N(az, b3) = N(ay + ag, b + b3)
P(Al;al,b) *P()\Q;&Q,b) 7)()\1 +)\1;CL1 —|—a2,b)

Si noti che chiusura sotto composizione vuol dire che date due v.a. indipendenti di un
certo tipo la loro somma e dello stesso tipo; chiusura sotto decomposizione vuol dire
che se una v.a. di un tipo si decompone in due altre v.a. queste sono dello stesso tipo
della prima. Queste proprieta sono state individuate da P. Lévy: le dimostrazioni
delle proprieta di composizione sono elementari; quelle delle decomposizioni (a parte
il caso degenere che & immediato) sono state date negli anni 1935-37 da H. Cramer
(normale) e D.A. Raikov (Poisson).

1.3 1l Problema Limite Centrale

Dall’epoca di Laplace fino al 1935 (p.286) lo scopo della ricerca sui problemi limite
e stato quello di indebolire le ipotesi sotto le quali continuano a valere la Legge dei
Grandi Numeri (convergenza di somme consecutive S, = X; 4+ --- + X, di v.a.
indipendenti verso la legge degenere £(0)) e la Convergenza Normale (convergenza
di S, verso la legge normale N (0, 1)). Le formulazioni classiche dei due teoremi sono
del tipo

L (S”_—E(S")) — £(0), L (S"_—E<Sn)> — N(0,1)
n Var(S,)

e le ipotesi richiedono nel primo caso che gli addendi siano integrabili; nel secondo
che siano di quadrato integrabile. Le condizioni necessarie e sufficienti per queste
convergenze, stabilite definitivamente negli anni "30, sono enunciate a p. 290 per la
convergenza degenere, e a p. 292 per la convergenza normale (J.W. Lindeberg e W.
Feller). In tutto questo periodo il teorema di convergenza verso le leggi di Poisson ¢
rimasto ai margini della discussione. Negli stessi anni 30 e anche diventata chiara
I'importanza della relazione che connette i teoremi limite con i processi decomponibili
(o additivi, o ancora ad incrementi indipendenti): un argomento sul quale torneremo
nel Capitolo 2. In un processo decomponibile un incremento AX (t) = X (¢ + At) —
X(t) ¢ sempre somma degli n incrementi indipendenti che si ottengono da una
decomposizione di [t, t + At] in n sotto intervalli; d’altra parte n ¢ arbitrario, per
cui la legge di AX (¢) deve essere una delle leggi dei limiti di somme consecutive come
quelle considerate in questa Sezione. Questa osservazione mette quindi in evidenza
la rilevanza di una classificazione di tutte le leggi limite di successioni di somme
consecutive per una descrizione completa dei processi decomponibili.



1.3 Il Problema Limite Centrale

Il recupero della convergenza verso leggi di Poisson avviene solo con una generaliz-
zazione della forma dei teoremi limite che fino al 1935 si presentavano come teoremi
di convergenza di somme consecutive normate. Nel seguito indicheremo con

Xop, k=1, ks, n=12,...

(dove k, € una successione divergente di numeri interi, ad esempio k, = n) una
successione di v.a tali che X,,..., X, siano indipendenti comunque preso n: in
generale, pero, queste v.a. non sono identicamente distribuite. Adotteremo inoltre

la notazione
kn
Snk:n - E Xnk
k=1

per indicare la successione delle somme consecutive. La formulazione pitt generale
del PLC (Problema Limite Centrale, p. 301-2) prevede la ricerca di tutte le possibili
leggi limite delle somme S, , e delle condizioni di convergenza verso queste leggi
limite. In questo modo si contengono tutti i casi classici noti, compreso il teorema
limite di Poisson che, invece, in formulazioni pitt particolari rimane escluso. In
questa parte della discussione gioca un ruolo centrale il concetto di famiglie di leggi
infinitamente divisibili (i.d. B. de Finetti) e la loro rappresentazione esplicita (A.
Kolmogorov, P. Lévy).

Prima di procedere bisogna pero osservare che nei termini generali in cui e stato
posto qui il PLC e praticamente senza contenuto perché la famiglia di tutte le
possibili leggi limite conterrebbe qualunque legge £. Basterebbe infatti considerare
una successione Y, di v.a. tutte con legge L e scegliere

X =Yy, Xu=0, k=2,.. .k,

in modo che S, = Y,,. In tal caso L(Suk,) = L e quindi £ sarebbe ovviamente legge
limite di una successione di somme consecutive. Per evitare queste situazioni tri-
viali si aggiunge allora la richiesta che le Xy, siano u.a.n. (uniformly asymptotically
negligible, p. 302), cioe che

limm]?xP(]XnkIZG):O, Ve>0

In pratica gli addendi delle nostre somme consecutive devono essere tutti piccoli,
nel senso di asintoticamente trascurabili: una condizione ovviamente non rispettata
nel nostro esempio visto che per un dato € > 0 la probabilita P(|Y,,| > €) risulta
indipendente da n (£ & sempre la stessa) e quindi non ¢ infinitesima.

Si noti che nel caso particolare in cui k, = n, e

X
Xnk:_k_a_n
b, n

7
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con le X}, indipendenti, le somme consecutive prendono la forma di somme normate

(p. 301)
n S n
Sy = Xpp = — — ayp, S, = X
; b=y ; K

e il PLC assume la forma meno generale della ricerca di tutte le possibili leggi limite
delle somme normate, e delle condizioni di convergenza verso queste leggi limite.
Questo problema e stato affrontato (P. Lévy) inizialmente nel caso di v.a. i.i.d.
(indipendenti e identicamente distribuite): € noto che se le varianze sono finite le
leggi limite di somme normate sono normali; pertanto Lévy si e interessato del caso
in cui le varianze non sono finite (le attese perd devono esistere, anche se non e
richiesto che siano finite). In questo caso giocano un ruolo importante le famiglie di
leggi stabili (p. 338). Questa formulazione piu ristretta del PLC ammette fra i tipi
limite sia quello degenere che quello normale, ma quello di Poisson resta escluso:
le somme di Poisson sono somme consecutive, ma non somme normate; anzi si puo
dimostrare che le leggi di Poisson non possono essere limiti di somme normate.
Qui esamineremo innanzitutto la soluzione del PLC nella versione pit generale dei
limiti di somme consecutive, partendo inizialmente con 1’esame preliminare del caso
particolare di varianze limitate; solo successivamente prenderemo in considerazione
il caso dei limiti di somme normate.

1.4 Soluzione del PLC per varianze limitate

Il caso generale del PLC per somme consecutive con varianze limitate (p.303) € una
estensione del problema limite classico che consente gia di recuperare il teorema di
Poisson in una formulazione unitaria. Le X,,; saranno nel seguito v.a. indipendenti,
di quadrato integrabile, centrate sull’attesa (cioe con attesa nulla), con f.d. F e
f.c. fur, € con varianze limitate, cioe con varianze finite o2, tali che

m}gxaik—>0, 5 02, <c< 4o, Vn.
k

Le due richieste sono separatamente necessarie dato che non si implicano a vicenda.
Se ad esempio si avesse

o2, =1//n, k=1,....n

risulterebbe maxy 02, — 0, mentre » ., 02, = +/n non sarebbe limitata superior-
mente da nessun c¢; se invece avessimo

o2 =1; o2, =1/n*, k>2

ovviamente risulterebbe Y, 02, = 1+ 1/n < 2 per ogni n, ma maxy 0., = 1 non
sarebbe infinitesimo. Si hanno allora i seguenti risultati:



1.4 Soluzione del PLC per varianze limitate

Teorema 1.3. RAPPRESENTAZIONE DI KOLMOGOROV: La famiglia delle legqgi li-
mite di L(D, Xni) coincide con la famiglia delle leggi di v.a. centrate sulle attese,
con varianze finite e con f.c. della forma f = €%, con

() = / (e 1 — iux)% dK ()

dove K ¢ una f.d.— a meno di una costante moltiplicativa — con variazione limitata;
Y determina K in modo unico e viceversa (LEMMA DI UNICITA p. 305).

Teorema 1.4. CRITERIO DI CONVERGENZA: Se L(X) é una delle possibili leggi
limite, si ha L3, Xnr) — L(X) se e solo se K,, — K dove?

Ko) =3 / " dFuy).

Se le v.a. X,; non sono centrate il criterio di convergenza si modifica nel modo
seguente: L£(>", Xux) — L(X) se e solo se K,, — K e Y, ay, — EX dove

k —00

Sebbene non sia il caso piu generale, questa soluzione del PLC contiene come casi
particolari sia la convergenza normale che il teorema di Poisson:

e Il caso normale N(0,1) si ha con

u? 1 sex>0,
0 sex<0.

, A 1,
Plu) = A" —1),  K(x) = {0 e

In ambedue i casi il criterio di convergenza assume forme particolari (p. 307); nel
caso della convergenza normale tale forma particolare si riconduce facilmente al
criterio classico di Lyapounov.

2Se l'ipotesi di varianze limitate viene modificata richiedendo piuttosto che Y, 02, — o%,
allora la condizione K,, — K deve essere sostituita con K,, — K, dove ¢ indica la convergenza
completa (p. 180)
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1.5 Soluzione del PLC

Nel caso del PLC generale (p. 308) le difficolta sorgono da due fatti: (I) non viene
supposta ’esistenza neanche dei primi momenti: non e quindi possibile centrare
alle attese; (II) le funzioni K non sono piu in generale di variazione limitata. Le
f.c. delle leggi limite, pertanto avranno una forma pitt complicata di quanto visto
nel caso precedente. Un ruolo centrale e giocato qui dalle leggi i.d. (infinitamente
decomponibili o divisibili, p. 308): una legge £ con f.c. f ¢ i.d. se, comunque scelto
n, esistono n v.a. i.i.d. (indipendenti e identicamente distribuite) X, (k =1,...,n)
tali che £ = L(>, Xy), ovvero f = f, dove f, e la f.c. comune delle X,,.

Se f # 0 bastera scegliere f, = f1/" = e(°8f)/n Si potrebbe pensare allora che ogni
f.c. sia i.d. dato che basterebbe prendere f, = f/" per soddisfare la definizione.
In realta non e cosi: per dare senso a questa affermazione bisognerebbe mostrare
innanzitutto che tali radici sono essenzialmente uniche® e poi che esse sono delle f.c.
Si puo mostrare che 'unicita delle radici e legata all’esistenza di zeri reali della f.c.
f. Ne segue, ad esempio, che una distribuzione concentrata solo su un intervallo
finito (una legge uniforme su un intervallo finito, o una distribuzione Beta) non e
mai i.d.%: si vede infatti da semplici esempi che le loro f.c. hanno zeri reali. In
secondo luogo bisognerebbe verificare che tutte le radici f, = fY/™ della data f.c.
non solo sono ben definite, ma sono a loro volta ancora delle f.c. A questo scopo
¢ utile ricordare il Teorema di Bochner-Khintchin® in base al quale una funzione
continua con f(0) =1 ¢ un a f.c. se e solo se essa ¢ semi-definita positiva. Pertanto
in pratica occorrera verificare che le f, = f/™ non solo sono ben definite, ma sono
anche semi-definite positive. Si noti inoltre che se una legge ¢ i.d., tale risulta anche
tutto il suo tipo (p.308): per questo motivo sara in generale sufficiente studiare il
caso di un solo rappresentante opportunamente scelto per ogni tipo di leggi.

I tipi degenere, normale e Poisson sono i.d., anzi si vede facilmente esaminando le f.c.
che le leggi componenti sono dello stesso tipo delle leggi iniziali: £(a) si decompone
in L(a/n), N(a,b*) in N(a/n,b*/n), e infine P(\;a,b) in P(A\/n;a/n,b). Nella
discussione di queste proprietl ¢ ovviamente utile tenere presente il Teorema 1.2 di
Composizione e Decomposizione. L’importanza delle leggi i.d. deriva dal fatto che la
famaglia delle leggi limite del PLC nella sua forma generale coincide con la famiglia
delle leggi i.d. In particolare si vede che le leggi limite trovate nel caso precedente
con varianza limitata sono tutte i.d.

Elencheremo ora le proprieta principali delle leggi i.d.

3Vedi discussione su W.Feller AN INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY AND ITS
APPLICATIONS — II, p. 554.
4Vedi W.Feller AN INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY AND ITS APPLICATIONS

— 11, p.177
*Vedi p.220, ma anche ad esempio A.N.Shiryayev PROBABILITY, p.285, ¢ W.Feller AN

INTRODUCTION TO PROBABILITY THEORY AND ITS APPLICATIONS — II, p.622

10



1.5 Soluzione del PLC

Teorema 1.5. TEOREMA DI STRUTTURA (p. 310): Una f.c. ¢ i.d. se e solo se € un
limite di una successione di prodotti di f.c. di tipo Poisson.

Se Xpkx ~ P(Auk) € una v.a. di Poisson, le v.a. di tipo Poisson sono le v.a.
Ak + bk Xk ~ P(Auk; @k, k)
le cui f.c. f,r sono tali che
In frr (1) = iuang + A (™0 — 1).

Il Teorema di struttura afferma che una legge L € i.d. se e solo se esistono v.a. di
tipo Poisson (indipendenti per ogni n) tali che

L=1lmL (Z(ank + bnank)> .

k=1
In termini di f.c. questo vuol dire che, dette f,, = fn1 ... fun le f.c. prodotto con

n

In f,(u) = Z (iuank + A (€740nk — 1))

k=1
f ei.d. se e solo se esistono delle f,,;. di tipo Poisson tali che f, — f.

Teorema 1.6. TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE (A. Khintchin, pp. 313 e 310):
La famiglia delle f.c. i.d. coincide con la famiglia delle f.c. della forma e¥ con

P(u) = iua +/ <e“”” —1 fur ) ! +2x2 dV(zx)

1+ a? x
cona € R, ¥ f.d. a meno di una costante moltiplicativa, e ¥(—o0) = 0.

Teorema 1.7. TEOREMA DI UNICITA (p. 312): C’¢ una corrispondenza uno a uno
fra le ¢ e le coppie (o, V), per cui scriveremo anche ¥ = (a, V).

Teorema 1.8. TEOREMA DI CONVERGENZA (p. 312): Se a,, — a e ¥, —= U,

allora v, — . Viceversa, se ¥, — g continua nell’origine, allora o, — « e
U, ——= VU cong=1v=(a, V).

Teorema 1.9. TEOREMA LIMITE CENTRALE (p. 321): Se X, sono v.a. indipen-
denti e u.a.n., la famiglia di tutte le leggi limite delle £ (>, Xnx) coincide con la
famaglia delle leggi i.d.

Teorema 1.10. CRITERI DI CONVERGENZA (pp. 321 e 323): Se L ¢ una legge i.d.
con ¥ = (a, V), e se Xy sono v.a. indipendenti e u.a.n. le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

11
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1. la successione L (), Xni) converge ad L;

2.V, =1 ea, — a dove, con T > 0 finito e fissato arbitrariamente, abbiamo
posto:

lx|<T

T __
k
x yQ o
U, (x) = Z/ L T
r Yoo

3. in ogni punto di continuita x # 0 di ¥

x 1 2
ZFnk(x) — / +—2y,d\11, r <0
- e Y

% 1 2
z Y
k

al limite prima per n — oo e poi per € — 0

2
k |z|<e |z|<e

per una dato T > 0 tale che £7 sono punti di continuita di W

1
Z/ xank—M)z—l—/ xd\ll—/ —dU
k lz|<T lz|<T |x|>T x

Passeremo ora ad enunciare i criteri di convergenza relativi ai tre tipi classici di leggi
limite (p. 327); nel seguito useremo la notazione per attese e varianze troncate:

o W(0) — W(07)

ani(T) = / xdF,
lz|<T

2
o2 (1) = / 22 dF,, — (/ mank)
|z|<T lz|<T

Iniziamo con Posservare che la legge normale N'(a,0?) ¢ i.d. con ¢ = (a, ¥) dato
da

Y(u) = iue — —u”, U(z) =19 ,

o? 0 sex<0,
o° sex > 0.



1.5 Soluzione del PLC

Anche la legge di Poisson P(X) ¢ i.d. con ¢ = (A\/2,¥) dato da

0 sexr <1,
A2 sex> 1.

Y(w) = M — 1), wm:{

Infine la legge degenere L£(0) = N(0,0) & un caso particolare di legge normale.

Teorema 1.11. CRITERIO DI CONVERGENZA NORMALE (p. 328): Se X, sono v.a.
indipendenti, allora per ogni € > 0

E(Zﬁm>HNmJ%,el%ﬂWXMde0
k

se e solo se per ogni e >0 e T >0 st ha

1. Y P(| Xk > €) — 0

2. > onp(T) = 0%, >k nk(T) — @
Corollario 1.12. (p. 328) Se X, sono v.a. indipendenti e L(D_, Xni) converge,
allora la legge limite ¢ normale e la condizione u.a.n. ¢ soddisfatta se e solo se
maxy ’Xnk’ L 0.
Teorema 1.13. CRITERIO DI CONVERGENZA DI POISSON (p. 329): Se X, sono

v.a. indipendenti e u.a.n. allora L(>, Xni) — P(X) se e solo se per ogni e € (0,1)
et €(0,1) si ha

Z/ dFy — 0, e Z/ dF e — A
Lk lz[>ela—1]>e e Vlr—1]<e
Zaik(r) —0, e Zank(T) — 0
k k

Teorema 1.14. CRITERIO DI CONVERGENZA DEGENERE (p. 329): Se X, sono
v.a. indipendenti allora L(), Xuk) — L£(0) e la condizione u.a.n. é soddisfatta se
e solo se per ogni e >0 e T >0 st ha

Z/ dF,), — 0
Y lz[>e

Zafbk(ﬂ — 0, Zank(T) — 0

13
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Corollario 1.15. (p. 329) Se X sono v.a. indipendenti, S, = X1 +---+ X,, e
by, 1 00, allora L(S,/b,) — L(0) se e solo se per ogni € > 0

> / dF, — 0
& |z|>ebn

| (L)
b127, Zk: [ || <bpn |z|<bp

1

by

Z/ xdF, — 0
e Vl1z<bn

Corollario 1.16. (p. 330) Se X; sono v.a. indipendenti e S, = X1 + -+ + X,
allora L(S,,/n) — L(0) se e solo se

Z/ dF, — 0
k lz[>n

1 2
=== [ Jlzl<n |z|<n

& z|<n

— 0

—0

Puo succedere che, in condizioni di u.a.n., la successione £(), X,;) non converge,
ma esiste una opportuna successione di numeri a,, tali che £(>_, X,x —a,) converga.
Cosl avviene, ad esempio, nel TLC classico con X, = Xi/s, = Xi/oy/n dove &
necessario centrare le somme consecutive per evitare che divergano. In questi casi si
mostra (p. 322) che tutte e sole le leggi limite di £(}_, X,x — a,) sono le leggi i.d.,
e si introducono formulazioni estese sia del Teorema Limite Centrale (p. 322) che
dei criteri di convergenza (p. 326).

1.6 Somme normate

Nel caso delle somme normate assume un ruolo fondamentale il concetto di legg:
auto-decomponibili (a.d.), e nel caso ancora piu particolare di addendi i.i.d. (in-
dipendenti e identicamente distribuiti) di leggi stabili. Nel seguito (p. 331) le X}
saranno v.a. indipendenti con f.d. Fj e f.c. fi (quindi non sono in generale i.i.d.);
S, = X1+ -+ X, sono somme consecutive e date le successioni numeriche a,, e
b, >0 la
Sn
by "

e la successione di somme normate con f.d. G, e f.c.
“ U
— U
bn,
k=1

14



1.6 Somme normate

Se le X, = X}/b, sono u.a.n. si applica il TLC esteso e le leggi limite delle somme
normate formano una famiglia 91 di leggi i.d. Si noti che in base al Teorema sulla
convergenza dei tipi € sempre possibile trovare a, e b, > 0 in modo che le somme
normate convergano verso una legge degenere e, d’altra parte, tutte le leggi dege-
neri appartengono ad 9. Pertanto per evitare casi triviali escluderemo dalle nostre
considerazioni le leggi limite degeneri.

Non riporteremo per brevita le condizioni per 'esistenza e la determinazione delle
successioni normanti a, e b, > 0 (p. 332) e passeremo direttamente alla caratteriz-
zazione della famiglia 91 (p. 334). Introduciamo a questo scopo il concetto di leggi
a.d. (auto-decomponibili): una legge f si dice a.d. quando per ogni ¢ € (0,1) esiste
una f.c. f. tale che
fu) = fleu) fe(u)

Tra la leggi a.d. non compare il tipo di Poisson: questo non contraddice il Teore-
ma 1.2 di Composizione e Decomposizione. Infatti da quel teorema sappiamo che
se una generica P(A; a, b) si decompone in due altre leggi, queste devono necessaria-
mente essere ancora di Poisson P(Ay; a1, b1) e P(Ag;az, by) con le condizioni

)\1"‘)\2:)\, a;+as =a, blzbgzb.

Tali condizioni sono pero incompatibili con le proprieta delle leggi a.d. Infatti la f.c.
di P(A;a,b) ¢
f(u) _ eiau—i-)\(eib“—l) .

9

se questa fosse a.d. la prima componente P(Aq;aq,by) dovrebbe avere f.c.
f(cu) = eicua+)\(eicub_1)

cioe dovrebbe avere Ay = A\, a1 = ac, by = bc. Pertanto innanzitutto si avrebbe
by = bc < b (dato che ¢ < 1) e non b; = b; inoltre bisognerebbe supporre che
la seconda componente P(\g; as, by) abbia Ay = 0 il che & ovviamente impossibile.
Questa situazione ¢ infine confermata dall’Osservazione a p. 338 secondo la quale i
criteri di auto-decomponibilita escludono le leggi di Poisson.

Teorema 1.17. CRITERIO DI AUTO-DECOMPONIBILITA (p. 335): Una legge appar-
tiene ad N se e solo se ¢ a.d. Una legge a.d. f e le sue componenti f. sono sempre
1.d.

Teorema 1.18. CRITERIO VU (p. 336): Le leggi a.d. sono leggi i.d. tali che su
(—00,0) e su (0,+00) la funzione ¥ possieda derivate destre e sinistre (denotate
indifferentemente V') e

1+ a2
x

U'(2)
e non crescente.

Il fatto che, come visto, le leggi di Poisson corrispondono a funzioni ¥ discontinue
in qualche x # 0, costituisce un’ulteriore ragione che spiega perché esse non appar-
tengano alla famiglia 91: questo € il motivo per cui esse sono rimaste trascurate per
tutto il tempo in cui la ricerca si € orientata verso le leggi limite di somme normate.
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1.7 Somme normate di v.a. i.i.d. Leggi stabili

La prima famiglia 915 di leggi limite di somme normate esaminate da P. Lévy e
quella delle leggi limite di somme i.i.d. In questo caso le X; hanno tutte la stessa
f.c. fo e quindi le f.c. delle somme normate sono del tipo

u

ol = e ()

Naturalmente 95 C . Per caratterizzare 5 si introduce il concetto di leggi stabili
(p. 338): una legge f & stabile se per ogni b > 0 e b’ > 0 esistono a e b’ > 0 tali che

F"u) = e™ f(bu) f(bu). (1.1)

Praticamente si tratta di leggi a.d. con componenti della forma

fc(u) — eiau/b”f<clu)

calcolate a partire dalla stessa legge f di partenza. Infatti sostituendo b”u con u e
ponendo ¢ =b/b" e ¢ =b'/b" 1a (1.1) diviene

flu) = e fleu) f(cu) = f(eu) fuo(w)

Da un altro punto di vista si puo dire che una legge L & stabile se date due v.a. X
e X', indipendenti e distribuite come £, per ogni b > 0 e b’ > 0 la legge della v.a.
bX 4+ V' X ¢ ancora dello stesso tipo di £. Il Criterio di auto-decomponibilita e il
Criterio ¥ prendono ora una nuova forma da cui si ricava in particolare I'importante
risultato secondo il quale le f.c. delle leggi stabili sono esprimibili in termini di
funzioni elementari:

Teorema 1.19. CRITERIO DI STABILITA (p. 339): Una legge appartiene ad Ny se
e solo se & stabile. Una f.c. é stabile se e solo se con v € (0,2], a € R, b >0 e
le| <1 si ha

iou — blul” <1 +icpgtangy ) sey # L

log f(u) = Y(u) =
(u) () iou — blul <1+z’cﬁ%log|u| sey =1

Si osservi che quando v = 2 si ottengono leggi di tipo normale, e inoltre che le f.c.
stabili e reali sono tutte della forma

et 0<y<2.
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1.8 Rappresentazione di Lévy

1.8 Rappresentazione di Lévy

Finora per i logaritmi delle f.c. i.d. abbiamo usato la rappresentazione di A. Khint-

chin )
) ) 1
Y(u) = iua +/ <e“”” —1- 1Z11;2) 1—23(: d¥(z)
con @« € R, ¥ fd. a meno di una costante moltiplicativa, e ¥(—o0) = 0. La

rappresentazine originariamente usata da P. Lévy invece e differente (p. 343): essa
individua la funzione 1) = log f mediante una terna (a, 5%, L) e

Y(u) = iua — §u2 —l—f (ewm -1- fuz ) dL(x)

1+ 22

= Jua — s u? + lim gue 1 Y dL(x)

dove a, B € R, e la funzione di Lévy L(x) ¢ definita su R — {0}, ¢ non decrescente
su (—o0,0) e su (0,400) con L(£oo) =0e

][ y* dL(y) < +oo

—x

per qualche (e quindi per ogni) = > 0 finito. Questa rappresentazione (benché
pitt complicata da formulare) ¢ centrale nella discussione dei processi decomponibili
(cioe ad incrementi indipendenti) alla quale e storicamente associata. Per questo
motivo, inoltre, essa ha un significato probabilistico diretto (vedi il Teorema di
decomponibilita continua nella successiva Sezione 2.2). Siccome si ha per x — 0

vz _ iur \ 1+ z? Lt u?x? o) —1 iur \ 1+ z?
e —1— = T — o(x”) —1—
1+ 22 x? 2 1+ 22 x?

2 2 2
iy U 9 o1+ u
—mx—?(l%—x)—l—o(x) p 5

la corrispondenza fra le due rappresentazioni (p. 344) e data dalle relazioni

W) w(0) =
1+ 22
:CZ

d¥(z) = dL(z), x#0

ovvero, con x > 0,

00 Y +o00o Yy
_ [T e, [T
o= [ odw, e =g [ )

17
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e inoltre i due insiemi C'(L) e C'(V¥) dei punti di continuita delle due misure sono gli
stessi su R — {0}. Tutto quanto affermato finora in termini di misura di Khintchin
puo essere riformulato equivalentemente in termini di misura di Lévy (p. 344 e
seguenti). In particolare si noti che le funzioni di Lévy delle leggi stabili assumono
le seguenti forme particolari (p. 345)

=2 L=0 legge normale,

dL(z) = —=1d <0
0<y<?2 (x) = Bz ) vopeny " altri casi.
dL(z) = f|z|77" dx per x >0,

e quindi per 0 < vy < 2 le funzioni di Lévy delle leggi stabili sono

Bl per z <0
L(x) =47, ’
(@) {—%m_“’ per z > 0.

1.9 Soluzione del PLC per v.a. i.i.d.

Tornando al caso generale delle somme consecutive non normate ¢ istruttivo esami-
nare la forma presa dalla soluzione del PLC nel caso in cui, per ogni fissato n, le X,
con k=1,...,n sono ii.d. Osserviamo che si tratta di un caso diverso sia da quello
con varianze limitate, che da quello delle somme normate. In particolare nel caso
delle somme normate le X,; non sono aggiornate per ogni diverso valore di n, come
invece avviene in generale. Ad esempio: nel caso generale le v.a. Xi; e Xy (con n
differenti) possono essere del tutto diverse, mentre nel caso delle somme normate
Xnk:&_%. Xllzé_al lezé—%
bn n , b1 ’ b2 2 ’

pe cui X711 e Xy risultano essere per lo meno dello stesso tipo. Nel caso in questione,
siccome le X, con k = 1,...,n sono i.i.d., invece di avere delle f.c. f,, distinte,
esse avranno un'unica f,, comune a tutte le v.a. con lo stesso n, mentre le somme
consecutive ), X,; avranno come f.c. f.

Bisogna introdurre a questo punto (p. 347) il concetto di legge di Poisson composta
(A, f): supponiamo di considerare una successione Xy di v.a. ii.d. tutte con f.d.
F efc. f, euna v.a. N con legge di Poisson P(\). Chiameremo legge di Poisson
composta (A, f) la legge della v.a.

1=

Posto allora S,, = X7+ ...+ X,, (So = 0), con f.d. Fg, = F*" e f.c. fg, = f", &
evidente che
P(S<z|N=n)=Fg,(x)

18



1.9 Soluzione del PLC per v.a. i.i.d.

per cui si ha
A A" A A" A(f-1
Fszef Zngﬂ? fszei ngn:e(ff)
n=0 n=0

Si noti che se X, = 1, P-q.o. per k =1,2,...,si ha S = N, e la legge di Poisson
composta degenera nella legge di Poisson usuale. In altre parole la legge di Poisson
composta (), e™) coincide con P(\). Se invece N(t) ¢ un processo di Poisson con
A = at, S(t) sara un processo di Poisson composto (at, f): intuitivamente si tratta
di un processo di Poisson ordinario al quale, pero, ad ogni istante aleatorio viene
aggiunta non la quantita deterministica 1, ma una v.a. Xj. Le traiettorie di tale
processo sono sempre a scalini, ma i salti hanno una altezza aleatoria, in generale
anche negativa, che segue la legge F' delle Xj. Una legge di Poisson composta (A, f)
& sempre i.d. dato che fY/m = em=1) & ancora una legge di Poisson composta
(A/m, f) per ogni m. Naturalmente anche le leggi centrate e~"***/=1 sono i.d.

Teorema 1.20. COROLLARIO DI STRUTTURA (p. 348): f éi.d. se e solo se esistono
delle leggi di Poisson composte f,, tali che f)' — f.

Si ricordi che qui non siamo nel caso dei limiti di somme normate: sebbene per
ogni n la legge di Poisson composta f, rappresenti una somma di v.a. i.i.d., nella
successione delle f, tali v.a. possono cambiare. Cosi ad esempio le prime n v.a.
che compongono f,.1 non sono necessariamente eguali alle n v.a. che compongono
fn. Il passo n 4+ 1-mo non si ottiene semplicemente sommando la v.a. n + 1-ma a
quel che precede: tutto passa per una revisione anche delle precedenti n v.a. Inoltre
anche che il Teorema di Struttura 1.5 (p. 310) fa un’affermazione analoga, ma in
quel caso gli addendi delle somme consecutive non erano in generale identicamente
distribuiti. Si noti infine che questo Corollario ¢ un allargamento della definizione
di leggi i.d. Infatti se una legge f e infinitamente divisibile allora f = f” per ogni
n e quindi anche f' — f; il viceversa pero non e in generale vero.

Teorema 1.21. CRITERIO CENTRALE DI CONVERGENZA PER V.A. L.I.D. (p. 348):
Siano Xk, k=1,...,n, delle v.a. i.i.d. con f.d. F, e f.c. f, — 1; sia inoltre L(X)
una legge i.d. con v = (a, 3% L). Allora L (3", Xk — an) — L(X) se e solo se:

(Cr) L, — L dove, con x>0, si ha

L,(—z) =nF,(—x), L,(z) =n(F,(x) —1);

(Cg2) per n — oo e successivamente per x — 0 si ha
n [ P an) -

(Co) an =, —a+o(l) dove

x
an:n/1+x2an(x).
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1.10 Esempi

1l tipo normale N'(m,o?) & caratterizzato da

o?u?

2

(u) = log f(u) = imu —
La sua rappresentazione di Khintchin e

0 perx<O,

a=m, \If(gv):{2

o° perz > 0.

Infatti per z — 0 si ha

i iur \ 14 22 u?
e —1— - ——,
1+22) 22 2

mentre, nel senso delle distribuzioni, d¥(x) = 02§(x) dx, per cui

, iun iur \ 1+ 22 ) o?u?
zau+/(e —1—1+x2) = d¥(z) = imu — .

La rappresentazione di Lévy si ricava allora facilmente ed e
a=m, B =0o?, L(z)=0 per z#0.

Ricordiamo che il tipo normale, oltre ad essere i.d. e anche stabile: paragonando
infatti la sua f.c. con quella tipica delle leggi stabili si vede subito che le leggi normali
sono stabili con v = 2.

Il tipo di Poisson P(X), & noto per essere i.d. ma non stabile. Il logaritmo della sua
fc. e

U(u) = log f(u) = A(e™ — 1),

e la sua rappresentazione di Khintchin ¢

A \D(m):{o per xz < 1,

a=—,
2 A2 perx > 1.

Infatti siccome d¥(z) = $6(x — 1) da si ha ora

, ' 1 2 :
mu+/(em_1 e ) T () = A —1).

1+ 2?2 x?
La sua rappresentazione di Lévy e invece

0 per x < 0,
; B8=0, L(z) =< =\ perO<az<l,
0 per 1 <z,
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1.11 Domini di attrazione

come si vede applicando le regole di corrispondenza con d¥(z) = 26(z — 1) dz. Sulla
base di queste considerazioni possiamo ora provare ad applicare il Criterio centrale di
convergenza per v.a. i.i.d. (Teorema 1.21, p. 348) per ricavare come caso particolare
la forma classica del Teorema di Poisson:

Teorema 1.22. TEOREMA CLASSICO DI POISSON: Se X, sono v.a. i.i.d. tutte
di Bernoulli con p, = \/n, allora le leggi delle somme consecutive L, Xni) =

B(n,2) sono tutte leggi binomiali, e L(3, Xui) — P(N).

Si ha infatti in questo caso che le f.d. e le f.c. delle X,,; sono quelle tipiche delle leggi
di Bernoulli

0 per z < 0 \ \
Fn('r): 1_% per0§x<1, fn<u):ﬁ€lu+l_ﬁ—>l,
1 perl <z

per cui le condizioni del Criterio centrale di convergenza per v.a. i.i.d. divengono

(C1) la convergenza L, — L & garantita dal fatto che per ogni n

F () <0 0 per x <0
Ln(x):{n n(x per x B

=q A O0<z<l1l=L(x);
n(F,(x) —1) perz >0 per v (@)
0 per 1 <=z

(Cg2) siccome dF,(z) = [(1—2)d(x)+ 26(x — 1)] dz, per n — oo e successiva-
mente per x — 0 si ha

x 1
n/ deFn<y>={0 PEET=" g2 =y,

z A perx>1

(C,) infine a,, = 0 dato che come nel punto precedente

an:n/ * dF(x):%:a.

14+22 "

1.11 Domini di attrazione

Esamineremo ora in maggior dettaglio le proprieta delle leggi limite stabili gia in-
trodotte nei paragrafi precedenti. Siano le Xj con & = 1,2,... delle v.a. i.i.d. con
legge comune £(X), f.d. F e f.c. f; sia inoltre S, = X;+...+ X,,, e poniamo infine®,

6Si noti che qui adottiamo la convenzione secondo cui F(z) = P(X < z), mentre sul
libro di M.Loeve si usa la convenzione opposta F'(z) = P(X < z). Questo non dovrebbe
condurre a malintesi visto che tutto ¢ qui espresso in termini di f.d., mentre le definizioni in
termini di probabilita e attese sono qui introdotte solo per rendere i concetti piti intuitivi.
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con = > 0 (p.360)
qz) = 1-P(-z <X <z)=1-F(z)+ F(—x),

le) = BT () = [ yar).

Siamo quindi nel caso in cui le somme consecutive si ottengono aggiungendo ogni
volta un termine alle somme precedenti: S, 1 = S5, + X1, senza passare attraverso
una ridefinizione delle v.a. Xi,..., X,. Si noti che ovviamente ¢(+00) = 0; invece
p2(+00) puo anche divergere verso +00. Se perd po(+00) < 400 allora pg(+00) &
il secondo momento di X: in sostanza ps(x) € il secondo momento troncato.

Diremo (p. 360) che la legge £(X) appartiene al dominio di attrazione della legge
L(Y) (legge attrattiva) quando esistono due successioni a,, e b, > 0 tali che

(5 0) e

Naturalmente questa definizione si applica piuttosto ai tipi di leggi, e non alle leggi
individuali. Dal novero delle leggi attrattive, pero, riterremo escluso il caso triviale
delle leggi degeneri. Infatti ¢ noto dal Teorema sulla convergenza dei tipi che, con
un’opportuna scelta di a, e b,, ogni legge £(X) appartiene al dominio di attrazione
di una legge degenere. In termini di f.c. il fatto che la legge L£(X) appartiene al
dominio di attrazione della legge £(Y') non degenere significa che

eiuanfn (bi) — fy(u) .

Si dimostra inoltre che (p. 360) se L£(S,/b, — a,) — L(Y) non degenere, allora
b, — 400 e b,/b,+1 — 1. Abbiamo gia visto che le leggi attrattive coincidono con
le leggi stabili L£(X). Siccome queste possono anche essere caratterizzate (p. 363)
dal fatto che esistono due successioni a,, € b,, tali che

c <% —an> = L(X);

si vede subito che le leggi stabili sono attratte da esse stesse. Abbiamo anche visto
che le leggi stabili sono individuate tramite funzioni di Lévy L, di forma ben de-
terminata dipendente da un solo parametro 0 < v < 2. Il caso 7 = 2 ¢ associato
con Ly, = 0 e rappresenta il caso gaussiano; tutti gli altri casi hanno 0 < v < 2.
Ricordiamo anche (p. 363) che quando ps(4+00) < 400 (cioé nel caso di varianza
finita) le somme normate convergono verso il tipo normale. Pertanto altri tipi di
leggi attrattive sono possibili solo se ps(400) = +00.

Per enunciare il Criterio di stabilita e di attrazione e necessario introdurre le seguenti
definizioni (J. Karamata 1930; p. 354): diremo che una funzione V'(x) positiva e
monotona su [0, +00) varia lentamente a +00 quando

V(tx)
O

t— 400, perogni z>0;
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1.11 Domini di attrazione

diremo invece che una funzione U(x) positiva e monotona su [0, 4+00) varia rego-

larmente a 400 con esponente a € R quando U(x) = z*V (z) con V(z) che varia
lentamente.

Teorema 1.23. CRITERIO DI STABILITA E DI ATTRAZIONE (p.364):

(I) La famiglia delle leggi attrattive non degeneri coincide con quella delle leggi
stabili non degeneri. Queste sono leggi i.d. con 1, = (Oé,ﬂ,%, L,)e0<y<2,
dove:

o pery=2sihaf35>0,¢eLy=0;
e per 0 < v <2 siha

7 <0
/82 — 0’ L,y(l’> _ Cp/|$| se x )
—cq/|x|” sex > 0.

dove c>0,p,q>0ep+qg=1.

Nel sequito indicheremo anche le funzioni di Lévy per 0 < v < 2 con la
notazione L. (c,p).

(II) L(X) é attratta da una L., con vy € (0,2] se e solo se

2

2 —
xq(x)_) 7, per T — +00.
pi2 () gl

(III) L(X) é attratta da una L., con L,(c,p) se e solo se
o per () <y <2

F(—x)
q(z)

h(z)

—p g =l Ho)TT, per @ -+

dove h(x) waria lentamente, e le b, ammissibili sono caratterizzate da
nq(b,) — ¢ per n — oo;

e pery =2 ps(x) varia lentamente, e le b, ammissibili sono caratterizzate
da nus(b,) /b2 — 55 > 0 per n — 00

e in ogni caso le a, ammissibili sono caratterizzate da a, = o, —a+o(1) dove

T
an:n/1+x2dF(bnx).

23



N. Cufaro Petroni

24



Capitolo 2

Processi Decomponibili

2.1 Analisi aleatoria

Adotteremo le seguenti definizioni (p. 164): con T'C R, chiameremo funzione aleato-
ria (f.a.) una famiglia Xy = (X, t € T') di v.a. e processo stocastico (p.s.) una classe
di f.a. con leggi condizionate comuni. Chiameremo legge di evoluzione di una f.a. la
sua legge condizionata per date condizioni iniziali £(X7|Xy,) con ¢ty € T. Pertanto
un p.s. sara la classe di tutte le f.a. con la stessa legge di evoluzione £(Xr|Xy,) e al
variare delle condizioni iniziali: ad ogni condizione iniziale X;, corrisponde una f.a.
del processo. Diremo inoltre che un processo ¢ regolare quando esiste una probabilita
condizionata regolare per gli eventi definiti sul processo.

In base alla dipendenza funzionale che viene messa in evidenza ci sono tre possibili
definizioni di f.a.

1. Definizione-t: una f.a. X1 € una applicazione da T nello spazio R delle v.a.
definite su (Q, F,P): questa definizione (p. 164) mette in evidenza 'argomen-
to ¢ nel senso che ad ogni ¢ viene associata una v.a. X; = (X¢(w),w € Q).
Queste v.a. prendono valori in uno spazio (X, S) detto spazio degli stati della
f.a. Per il seguito X’ sara un Boreliano di R. Si possono quindi introdurre (p.
167) le proprieta analitiche di X in termini dei corrispondenti limiti (q.o., in
probabilita o in media p-ma) di v.a. in R. In particolare si puo parlare di con-
tinuita, secondo il particolare tipo di convergenza considerato, se Xy — X; per
s — t, per ogni t (nel seguito questa ultima precisazione verra usualmente sot-
tintesa). Analogamente (p. 165) diremo che due f.a. X7 e X7 sono equivalenti
se X; = X, q.o. per ogni t € T.

2. Definizione-w: una f.a. X7 & una applicazione misurabile da (2, F,P) nello
spazio misurabile delle traiettorie (campioni) (Xp,Sr): questa definizione (p.
167) mette in evidenza l'argomento w nel senso che ad ogni w viene associata
una traiettoria x; = (X¢(w),t € T). In questo caso si introduce quindi lo
spazio dei campioni (Xr,St) della f.a. ottenuto come spazio prodotto di copie
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(X, S¢) dello spazio degli stati (X,S). Si prova facilmente che le due defini-
zioni presentate sono equivalenti. Nell’ambito della definizione-w le proprieta
analitiche delle f.a. sono date in termini delle proprieta delle traiettorie. Cosi
ad esempio una f.a. € w—continua q.o. quando quasi tutte le traiettorie sono
continue per ogni t. Analogamente diremo che due f.a. sono ¢q.0. w-uguali (o
indistinguibili) (p. 165) quando quasi tutte le traiettorie delle due f.a. sono
coincidenti per ogni t € T'.

3. Definizione-m: Una f.a. (F x T )-misurabile X7 € una applicazione misura-
bile da (2 x T, F x T) nello spazio degli stati (X,S); qui T & una o-algebra di
parti di T (p. 168). Si vede facilmente che una f.a. (F x 7 )-misurabile ¢ una
f.a. nel senso delle due definizioni precedenti, e in piu le sue traiettorie sono
7 -misurabili. Una f.a. misurabile ¢ una f.a. di Borel se T' ¢ un Boreliano e 7
¢ la sua o-algebra di Borel.

In generale le proprieta date mediante la definizione-w sono piu forti delle corri-
spondenti proprieta date nell’ambito della definizione-t, nel senso che le w—proprieta
implicano le t—proprieta, ma in generale il viceversa non é vero. Cosi, se due f.a.
sono equivalenti (definizione-t), comunque scelto ¢ € T' esse differiscono solo su un
insieme trascurabile Ny; invece per essere indistinguibili (definizione-w) le loro tra-
iettorie dovrebbero coincidere per ogni ¢ € T' tranne che su un insieme trascurabile:
ora se le due f.a. sono equivalenti le loro traiettorie differiscono in almeno un t € T'
su un insieme | J, NV;, ma pur essendo tutti gli IV, trascurabili niente garantisce che la
loro unione sia ancora trascurabile se T' non € numerabile: non si puo dire pertanto
che esse siano anche indistinguibili. In sostanza nella definizioni-w (f.a. indistingui-
bili) non solo le due f.a. sono equivalenti (nel senso della definizione-t), ma anche
|U; Vi deve essere trascurabile. Allo stesso modo la w—continuita q.o. implica la
t—continuita q.o. mentre il viceversa non e vero.

Sara anche utile descrivere la continuita tramite la presenza di discontinuita: se X
non converge q.o. a X; per s — t diremo che t ¢ una discontinuita fissa di Xr. Un
punto di discontinuita delle traiettorie che pero dipenda da w sara chiamato invece
discontinuita mobile di Xp. Pertanto la t—continuita q.o. di X implica ’assenza di
discontinuita fisse; mentre la w—continuita q.o. implica 1’assenza sia di discontinuita
fisse che di discontinuita mobili (con ’eccezione possibile di un insieme trascurabile
di traiettorie). Se per una data funzione numerica g(t) esistono finiti g(t*) e g(¢t™),
ma g(tT) # g(t7), diremo che ¢ & una discontinuita semplice o di prima specie.
Se t & una discontinuita semplice e inoltre il valore g(t) si trova fra g(t*) e g(t™)
(estremi inclusi) diremo che ¢ ¢ un salto. Si dimostra (p. 176) che se la fa. Xp
¢ separabile’, allora le discontinuita semplici di quasi tutte le traiettorie sono salti

1Per il concetto di separabilita (J.L. Doob) e definizioni connesse vedi p. 170 e seguenti. In
generale, data una f.a. X7 le funzioni di w

X, zliminXs, X, = limsup X,

s—t
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(con la possibile eccezione delle discontinuita fisse); se poi la f.a. é separabile per
insiemi chiusi?, allora nei salti le traiettorie sono continue o da destra o da sinistra.
Parleremo infine di discontinuita degenere quando X; — X;- o X+ — X, sono v.a.
degeneri.

2.2 Processi decomponibili

Una f.a. Xp si dice decomponibile (p. 212) se i suoi incrementi Xy = X; — X su
intervalli [s,¢) disgiunti sono indipendenti. Alternativamente si parla anche di f.a.
con incrementi indipendenti, di f.a. additiva, o anche di f.a. di Lévy (P. Lévy 1934).
Un processo decomponibile su 7" sara allora la famiglia delle f.a. decomponibili che
hanno in comune gli stessi incrementi: in sostanza si tratta di una f.a. decomponibile
definita a meno del suo valore X, in un punto arbitrario a (usualmente a meno del
suo valore iniziale). Un processo sara in genere rappresentato da una delle sua f.a.
Xr che sara comunque sempre scelta separabile. Si mostra facilmente (p. 299) che
un processo decomponibile € un processo di Markov regolare.

La legge di un processo decomponibile, determinata dalle leggi congiunte di tutte le
sue sezioni finite (Xi,,..., X;, ), € in realta determinata dalla famiglia delle leggi dei
suoi incrementi (p. 212). Supponiamo infatti di indicare con fg la f.c. dell'incremen-
to Xg: la legge congiunta di due generici incrementi X,. e Xpgcona <b<c<de
data dalla f.c. del vett.a. con componenti X,. e X34, ma a causa dell'indipendenza
di incrementi non sovrapposti

B (ot Xee t#0%0) = B(eMXer 00Nt 0Xea) = f ) i (4 0) foa(0)

e quindi la f.c. congiunta ¢ assegnata una volta che siano date le leggi individuali
degli incrementi. Allo stesso modo, se fs(u) rappresenta la f.c. di X, si vede che
fi = fsfst, e posto vy = up + ... 4+ u, con t; < ... <t, si ha che

E (eiulth +.Fiun Xy, ) E (eiletl +iU2Xt1t2+...+’i1)7Lth71tn )

= ftl (U1>ft1t2 (v2> SR ftnfltn (Un) :

Per questo motivo, se le leggi individuali sono di uno stesso tipo — ad esempio nor-
male, Poisson o i.d. — parleremo di processo di quel tipo, ad esempio decomponibile

possono non essere misurabili, e in tal caso le proprieta analitiche della f.a. X7 non sarebbero
esprimibili in termini probabilistici. La misurabilita ¢ automatica se T' ¢ numerabile, ma sarebbe
comunque garantita se nel calcolo dei sup e degli inf fosse possibile sostituire 7' con un suo sot-
tinsieme fisso e numerabile S. Se tale S esiste diremo che Xp & separabile e che S ¢ l'insieme di
separazione di Xr. L’uso delle f.a. separabili & giustificato dal fatto che ogni f.a. & equivalente ad
una f.a. separabile per insiemi chiusi (p. 173).

211 concetto di di separabilita per insiemi chiusi (p. 172) prevede che esista un sottoinsieme
numerabile S = {s;} di T tale che comunque scelti un intervallo aperto A ed uno chiuso C risulti

{Xt€eC,tc AT} ={X,, €C,s; € AS} € F
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normale, decomponibile di Poisson o i.d. In realta vedremo che i processi che ri-
mangono dopo aver rimosso le discontinuita degeneri e le discontinuita fisse da un
processo decomponibile sono a loro volta i.d. (p. 213). E proprio dall’analisi dei
campioni di questa parte residua dei processi decomponibili che P. Lévy ha scoperto
la forma generale delle leggi i.d. e delle loro f.c. Qui si e seguito invece un cammino
inverso esaminando prima le leggi i.d. delle quali abbiamo gia studiato la struttura.

In base ai risultati del seguente Teorema i processi decomponibili sono in generale
composti da tre parti: una funzione numerica non aleatoria, una serie di discontinuia
fisse, e una parte q.o. t—continua (ma non, in generale, q.0. w—continua; cioe: questa
terza parte puo contenere discontinuita mobili):

Teorema 2.1. TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE IN TRE PARTI (p. 216): Ogni
processo decomponibile e la somma

Xp =z + X4+ X5
di tre parti indipendenti (non necessariamente tutte presenti):
1. una funzione (non aleatoria) di centramento xr;

2. una parte X% con discontinuita fisse, centrata, decomponibile, con quasi tutte
le traiettorie continue tranne che in un insieme numerabile di discontinuita

fisse;

3. una parte X q.o. t—continua, centrata, decomponibile con quasi tutte le tra-
tettorie continue tranne che in un insieme numerabile di discontinuita mobili.

Sinoti che X§ € un processo q.o. t—continuo, ma non in generale q.0. w—continuo, per
cui le sue traiettorie possono ammettere delle discontinuita, ma queste non sono fisse
(come nel caso di X%): ad esempio un processo di Poisson, con un insieme numerabile
di discontnuita mobili, sarebbe nella parte X di un processo decomponibile.

II p.s. X7 & continuo in ¢t (non aleatorio) quando sia X;-; = X; — Xy, sia Xy+ =
X+ — X, sono q.o. nulle, cioe quando sono v.a. degeneri a zero; in caso contrario il
p-s. non e continuo in t. Si dice poi che X1 presenta una discontinuita degenere in
t quando almeno una delle due v.a. X;—; e X+ € q.0. uguale ad un numero § # 0.
Diremo allora che X7 ¢ privo di discontinuita degeneri quando, se una delle due v.a.
Xi-1 e Xy+ € degenere, allora essa degenera a zero. Naturalmente un p.s. privo di di-
scontinuita degeneri puo presentare altre discontinuita non degeneri (fisse o mobili),
e quindi in generale non ¢ continuo: l'assenza di discontinuita degeneri garantisce
solo che una eventuale discontinuita (fissa) non abbia altezza identicamente uguale

ad#0.

Per dimostrare il Teroema 2.1 innanzitutto si mostra (p. 217) che si possono elimi-
nare da Xp le eventuali discontinuita degeneri includendole in una prima funzione
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di centramento® z!r in modo da lasciare un processo X/ decomponibile, centrato e
privo di discontinuita degeneri. Pertanto i limiti q.o. X;_ e X/, esistono, e se le v.a.
X, =X/ —X_ oX]. =X, —X] degenerano, allora esse degenerano a zero. Si
mostra inoltre (p. 217) che X|_,, = X], — X/ degenera a zero se e solo se X/_, e
X},+ degenerano a zero, e che I'insieme delle discontinuita fisse del processo centrato

7. € numerabile e indipendente dalla scelta della funzione di centramento. Succes-
sivamente si prova (p. 218) che quasi tutte le traiettorie del processo decomponibile
e centrato X/ sono limitate su ogni [a,b] C T', e sono continue con Ieccezione di un
insieme numerabile di salti oltre le possibili discontinuita fisse. Piu precisamente (p.
219-20) un processo decomponibile e centrato X7 risulta essere la somma

o d c

Xp=ap+ Xp+ Xp
di tre parti indipendenti: una seconda eventuale funzione di centramento z’., un
processo centrato e decomponibile X4 contenente le discontinuita fisse di X7, e

un processo centrato e decomponibile X senza discontinuita fisse. Naturalmente
nell’enunciato del Teorema di Decomposizione in Tre Parti risultera xp = 27, 4+ 27

Nel seguito supporremo che T = [a, b] e che il processo X sia rappresentato dalla
sua f.a. determinata dalla condizione X, = 0 in modo che X, = X; e f,; = f;.

Lemma 2.2. LEMMA DI EQUIVALENZA DELLE {—CONTINUITA (p. 221): Per un pro-
cesso decompomibile Xt le t—continuita in legge, in probabilita e q.o. sono equivalents
e uniformi* e implicano che il processo & centrato.

In conseguenza del precedente Lemma trascureremo da ora in poi di indicare che la
continuita del nostro processo € q.o. e parleremo semplicemente di processo decom-
ponibile e continuo (d.c.)

Teorema 2.3. TEOREMA DI DECOMPONIBILITA CONTINUA (p. 222): Se Xt con
T = [a,b] é un processo d.c. e separabile, allora

1. Xp ¢id. elogfi = = (ay, 32, Ly) = (ay, Uy) con oy continua e Wy continua
m t e non decrescente int e x;

2. quasi tutte le traiettorie di Xt sono limitate e continue con [’eccezione di un
insieme numerabile di salti e |L;(z)| = Ev(z) dove vi(z) & il numero di salti
dei campioni in [a,t) con altezza inferiore a x < 0 o almeno equale a x > 0.

3Data una v.a. X e un numero c, si dice che la v.a. X & stata centrata a c (p. 244) quando viene
sostituita da X — c¢. Il numero c e arbitrario, ma il centramento pili usuale e alle attese, quando
queste esistono. Alternativamente si puo scegliere di centrare alle mediane (p. 256) o ad altri valori
numerici.

4Per qualunque tipo di convergenza si dice che il processo ¢ uniformemente continuo
in T (p. 180) se Xs — X; — 0 uniformemente in 7" per s — ¢ nel senso della convergenza
considerata.
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Il punto 2. del precedente teorema fornisce una evidente interpretazione probabili-
stica della funzione di Lévy L,(z). Lasciando da parte il caso triviale d.c. e degenere
corrispondente a W, = 0, il teorema ci permette di ricavare le proprieta di due casi
estremi corrispondenti a W, () con un solo punto (fisso) di aumento: il processo d.c.
normale, e il processo d.c. di Poisson (vedi anche la discussione svolta nella Sezio-
ne 1.10). Il processo d.c. normale ha un solo punto di aumento di W(z) in z = 0,

ha L; =0¢
2

U(u) = ioqu — éu2

con ay continua, e 37 continua e non decrescente. Il processo d.c. di Poisson ha un
punto di aumento di ¥y(z) inx =c#0, e

Ui(u) = dyeu — A(e™ —1)

c
s ——)\
i o 1L’

A = Lic™) — Li(c™)

con v, continua e \; continua e non decrescente. Le forme ridotte, ottenute con
una centratura e un cambiamento istantaneo della scala temporale, sono il processo
Browniano con
ot
Ue(u) = —TUQ (0% >0),

e il processo di Poisson con
Ye(u) = —Mt(e™ — 1) (A>0).

Il seguente Teorema enuncia i criteri che consentono di sapere se un processo e
normale o di Poisson (enunciato in forma ridotta), e il successivo Lemma raccoglie
le proprieta delle distribuzioni dei salti di un processo di Poisson:

Teorema 2.4. CRITERI PER I PROCESSI D.C. NORMALE E DI POISSON (p. 223):
Se Xt con T = [a,b] é un processo d.c. allora

1. X7 e un processo d.c. normale se e solo se quasi tutte le sue traiettorie sono
w—continue;

2. Xr e un processo d.c. di Poisson se e solo se quast tutte le sue traiettorie sono
funzioni a gradino con salti di altezza costante.

Lemma 2.5. LEMMA SUI SALTI DI POISSON (p. 224): Se X7 con T = [0,+00) &
un processo di Poisson allora

1. la legge delle posizioni dei salti in I = [s,s +t), condizionata dal fatto che in
I vi siano n salti, ¢ quella di n v.a. indipendenti distribuite uniformemente;

2. i tempi di attesa T, (1o = 0) fra i salti (n—1)—mo e n—mo sono v.a. indipendenti
con P(r, > 1) = e M.
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2.3 Stazionarieta e derivata di una legge

I1 concetto generale di stazionarieta (p. 225) lungo un insieme di indici 7" ¢ quello
dell’invarianza per traslazioni lungo 7', ovvero, con un linguaggio piu suggestivo per
T = [0, +00), quello dell'invarianza per traslazioni temporali. Faremo inoltre alcune
distinzioni (p. 303): diremo che X € una f.a. stazionaria se la sua legge & invariante
per traslazioni temporali; parleremo invece di p.s. stazionario quando soltanto la
legge di evoluzione delle sue f.a. ¢ stazionaria, cio¢ quando la legge condizionata
dalle condizioni iniziali ¢ invariante per traslazioni temporali. In particolare affinché
un p.s. decomponibile e centrato Xp sia stazionario basta che siano stazionarie le
leggi individuali dei suoi incrementi AX (t) = X;¢oar = X (¢ + At) — X (), ossia che
in termini di f.c. sia f;1yar = far per ogni At. Infatti in questo caso segue subito
che risultano stazionarie le leggi congiunte degli incrementi, e quindi anche la legge
di evoluzione del processo. Inoltre dalla decomponibilita segue che per ogni ¢, s si
ha fsr; = fsft, e quindi anche f; = ft% per ogni n. Ne segue che f, = e ¢ una
legge i.d. con f; — 1 per t — 0; ovvero anche s,y = 15 + 1, con ¥y — 0 per t — 0.
Conseguentemente un p.s. stazionario, centrato e decomponibile &€ un processo d.c.
con firias = far = e¥? con ¢ = (o, ¥) di una legge i.d.

In altri termini una f.a. decomponibile (e quindi di Markov) & stazionaria quando
la legge di X; non dipende da t e le probabilita di transizione sono invarianti per
traslazioni temporali: infatti, data la markovianita, in questo modo anche tutte le
leggi congiunte delle sezioni finite della f.a. (e quindi anche la legge di X7r) risultano
invarianti per traslazioni temporali. Invece per poter considerare stazionario un p.s.
decomponibile e sufficiente che siano invarianti per traslazioni temporali le proba-
bilita di transizione, cioe la legge di evoluzione. Talora nella teoria dei processi di
Markov® (p. 293) si chiama “stazionarietd” quella delle f.a. e “omogeneita” quella
dei p.s. Si deduce allora facilmente che il processo Browniano e il processo di Poisson
sono stazionari (nel senso dei p.s.) in quanto le f.c. dei loro incrementi X; ;1 A sono
invarianti per traslazioni temporali. Esse infatti hanno la forma f; iy ar = far = e¥At
dove si ha rispettivamente: nel caso Browniano v(u) = —o?u?/2, e nel caso di Pois-
son 1 (u) = A(e™—1). Pertanto anche le leggi di evoluzione e le rispettive probabilita
di transizione sono invarianti per traslazioni temporali. Viceversa ¢ noto che le sin-
gole f.a. di questi processi non sono stazionarie dato che le distribuzioni delle X,
dipendono da t.

Diremo poi che una f.c. ft rappresenta la derivata in t della legge (pp. 225 e 299)
di un processo centrato e decomponibile X7 se

ftl,w{fit — fi, At — 0

Si noti pero che, nonostante la notazione con il punto ricordi I'usuale derivazione
rispetto al tempo, f; non e né la derivata temporale di f;, né la f.c. di una qualche

®Vedi anche C.W.Gardiner: HANDBOOK OF STOCHASTIC METHODS; Springer, Berlin
1997, p. 60.
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derivata della legge (funzione di distribuzione o di densita) del processo. Piuttosto
si puo osservare che, ponendo v, = log f;, dalla decomponibilita del processo si ha

che fiine = fifiiar € quindi

ft,t+At — eYrrar—tt
Pertanto, se la derivata temporale nel senso usuale di v; esiste e se la indichiamo
come al solito con 1y, avremo

1/At

tiAE T eVt ) At —0

ovvero anche log f; = v dove 1, ¢ la solita derivata temporale, mentre fi & defi-
nita dalla relazione precedente, ciod da f; = e¥. In questo modo per il processo
Browniano e per il processo di Poisson, e in generale per tutti i p.s. centrati, de-
componibili e stazionari, si ha ft = ¥ = ¢¥, e risulta rispettivamente nel caso
Browniano ¢ (u) = —o?u?/2, e nel caso di Poisson ¥(u) = A(e™ — 1). Quando
Yy = 1 & indipendente da ¢ diremo anche che la derivata della legge & stazionaria.

Teorema 2.6. CRITERIO DI DECOMPONIBILITA STAZIONARIA (p. 226:) Un pro-
cesso centrato e decomponibile Xt con T = [0, +00) é stazionario se e solo se le f.c.
dei suot incrementi sono i.d. della forma fiiine = far = eV2t con ) = (o, ¥), o
equivalentemente se la derivata della sua legge esiste ed e stazionaria.

2.4 Decomposizione integrale

Un processo d.c. puod essere pensato come la sovrapposizione di un processo d.c.
normale e del processo di Poisson d.c. corrispondente a tutti i punti di crescita della
funzione di Lévy (Teorema 2.3). In realta P. Lévy ha mostrato (e K. Itd ha reso
precisa I’analisi) in che senso cio e vero e, a partire da questo risultato, ha ricavato la
forma generale delle leggi i.d. Noi enunceremo invece il risultato procedendo lungo
un cammino inverso, cioé partendo dalla forma generale delle leggi i.d. (o meglio dal
Teorema 2.3 di Decomponibilita Continua che da essa discende) gia esaminata nelle
Sezioni precedenti, per giungere alla ricostruzione dei processi d.c. come sovrappo-
sizione delle loro componenti normale e di Poisson. Le affermazioni che seguono si
riferiscono tutte a processi d.c. X7 con le notazioni adottate in precedenza.

Lemma 2.7. LEMMA SUL NUMERO DEI SALTI (p. 226): I numeri vglz,y) dei
salti in [s,t) di altezza in [x,y), con xy > 0, sono v.a. di Poisson con parametro
Lgx,y), e sono indipendenti per intervalli temporali [s,t) disgiunti e indipendenti
per intervalli di altezza [x,y) disgiunti.

Pertanto, con un fissato  # 0, v (z) (il numero di salti dei campioni in [a,t) con
altezza inferiore a x < 0 o almeno eguale a > 0, vedi Teorema 2.3) per t € T' & un
processo d.c. di Poisson; con un fissato t € T, v(z) per x € (—o0,0) U (0, +00) & un
processo di Poisson decomponibile.
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Lemma 2.8. LEMMA DI INTEGRAZIONE (p. 227): Gli integrali

I, = ][ +O° {x dvy(z) — —~ st(x)]

00 S 1+a?

esistono q.o. e sono v.a. i.d. con

+o0 ;
1OgE€iuIt :f (eiuz —1 = 1?22) st(l’)

o0

Teorema 2.9. TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE INTEGRALE (p. 229): Ogni processo
d.c. X con T = [a,b] é somma di due processi indipendenti

x
1+

“+oo
X1 =nr —l—][ [x dvp(x) —

[e.9]

it

dove np € un processo d.c. normale, e vy ha le proprieta enunciate nel Lemma sul
Numero di Salti. Vale anche il viceversa.

2.5 Processi di Markov regolari e stazionari

Parleremo di processo di Markov regolare (p. 294) quando esistono versioni regolari
delle probabilita condizionate utilizzate (vedi anche pp. 20 e164). In questo caso,
con S & un Boreliano di R, si possono introdurre le probabilita di transizione (pr.tr.)

Py(z,5)=P(X; € S| X; =x)
oltre alle distribuzioni iniziali
P, (S)=P(X,, €59).

Un processo di Markov regolare sara allora costituito da una famiglia di f.a. regolari
di Markov con pr.tr. comune e distribuzione iniziale arbitraria; la scelta di una
distribuzione iniziale determina poi la legge di una particolare f.a. del processo. Per
r < s < t scriveremo allora 1’equazione di Chapman—Kolmogorov come

Prt(x,S) :/Prs(xady>Pst(y7S)

con la condizione Py (x,S) = Ig(x) dove Ig(x) € I'indicatore dell’evento S. Si defini-
scono anche le funzioni di distribuzione di transizione (f.d.tr.) FZ(y) e le corrispon-
denti funzioni caratteristiche di transizione (f.c.tr.) f%(u), in modo che 'equazione

di Chapman-Kolmogorov si scrive ora come

Fi(z) = / F (dy)Fi(2)
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Si considerano poi anche le f.d.tr. e le f.c.tr. centrate sui valori iniziali:

=i

Fst(y) - P(Xt_X5§y|X3:x):P(Xt§$+y|XS:x)
Fale +y),

Falu) = ™ f3(u).

I processi decomponibili con incrementi Xg; sono un importante esempio di processi
di Markov regolari per i quali le f.d.tr. centrate soddisfano la relazione

Fi(2) = Fy(z —x).

Infatti, ponendo z = = + y nella definizione di f.d.tr. centrata, dalla indipendenza
degli incrementi segue che

Fi(z) = Fft(z—:p):P(Xt—XS§z—a:|X5:x):P(X8t§z—a:)
= Fy(z—2).

L’equazione di Chapman-Kolmogorov si scrive allora in termini di prodotto di

convoluzione
Frt:Frs*Fst;

si ha infatti ponendo w =y — x

Fale) = File+a) = [ Fa@RiG+o) = [ Faty+dn) = Fa)] FAGe +0)
_ / [Froly — 2+ dy) — Frs(y — 7)) Fu(z + 2 — y)
_ / [Fry(w + dw) — Fry(w)] Fy(z — w)
_ / Fro(dw) Fa(z — w) = Fra(2) % Fu(2).

Le pr.tr. Py(x,S) dei processi di Markov soddisfano una equazione integro—differen-
ziale alle derivate parziali che generalizza ’equazione di Fokker—Planck. I coefficienti
di tale equazione sono legati alle derivate in ¢ delle leggi di transizione (pp. 225 e
299). Diremo che una f.c. f7 rappresenta (per un dato z) la derivata in t della legge
di transizione di un processo di Markov regolare X se per At — 0 si ha

. 1/At ”
(ft,t+At> - ft

Se la f.c. limite esiste essa € necessariamente i.d. (p. 299) e nelle varie rappresenta-
zioni scriveremo

log f = 47 , v = (o, W) = (of, ()%, L7) -

Del seguente risultato riporteremo solo una versione ridotta:
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Teorema 2.10. TEOREMA SULLE DERIVATE DELLE LEGGI DI TRANSIZIONE (p.
300): Se la pr.tr. Py(z,S) di un processo di Markov é derivabile due volte in x
allora la sua deriwata sinistra 0 Py(x,S) esiste e

0; Py(z,5) = a%0,Py(x,95)
+/ |:Pst(l' + y,S) - Pst(x, S) — ﬁ@zPst(x,S)}
(82)°
2

+][ |:P5t(l' + Yy, S) — Pst(Iy S) — #y?a$P5t($, S):| dL:;(y)

1+

2
(-
/7 dvi(y)

= 050, Py(x,S)+ 2Py (z,9)

Il caso continuo corrisponde a funzioni di Lévy LY = 0 e quindi a derivate delle
leggi di transizione normali. Vi sono poi anche i casi puramente discontinui e le
sovrapposizioni delle diverse possibilita.

Diremo che una pr.tr. P,,(x,S) ¢ stazionaria (p. 301) quando ¢ invariante per
traslazioni nel tempo, cioe quando per ogni u, v, s, x, S

Pu+s,v+s(x7 S) = Pu,v(xa S) .

In questo caso P, ,(x,S) dipende da u, v solo tramite la loro differenza ¢t = v —u per
cui denoteremo le pr.tr. stazionarie con Py(z, S). Avremo allora che Py(z, S) = Is(z)
e 'equazione di Chapman—Kolmogorov si scrive

PS_H(ZE,S) :/Ps(xvdy)Pt(yﬂS’)

Ricordiamo che se la pr.tr. e stazionaria allora il processo di Markov da essa definito
¢ stazionario; inoltre per avere f.a. stazionarie bisogna che anche la distribuzione
iniziale sia stazionaria: P, = Fy. Indicheremo con F} e f; le f.d.tr. e f.c.tr. dei
processi stazionari, e con Ff e 7: le analoghe quantita centrate su x. La rap-
presentazione delle derivate delle leggi di transizione, quando esistono, avviene in
questo caso mediante f.c. (th)l/ At _, f* che risultano indipendenti da ¢ e i.d. con

log fz — wz _ (&17 \Ija:) _ (Oéa:’ (ﬁx)27La:)
Teorema 2.11. TEOREMA SULLE DERIVATE DELLE LEGGI STAZIONARIE DI TRAN-
SIZIONE (p. 304): Se la pr.tr. stazionaria Py(z,S) di un processo di Markov é

derivabile due wvolte in x allora la sua derivata destra O; Pi(x,S) esiste e nella
rappresentazione di Lévy st ha

z\2
O P(z,S) = a%0,P(x,S)+ @833(3:, S)
+f [Pla s 0.8) = i) - 2ot s)| az),

Il caso continuo con L* = 0 si riduce allora al caso tradizionale dell’equazione di
Fokker—Planck all’indietro.
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