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Parte 1

Trasformata di Fourier






Capitolo 1

Formula Integrale di Fourier

1.1 Richiami sulle Serie di Fourier

Supponiamo di considerare una funzione f(t) che sia definita nell’intervallo
[—T1/2,T/2]: con cio intendiamo che all’esterno di detto intervallo la funzione

potrebbe

e essere definita in qualsiasi modo,

e cssere definita ed essere periodica di periodo T,

e non essere affatto definita.

Questa osservazione iniziale serve a mettere in evidenza il fatto che quel che
e essenziale per la definizione della serie di Fourier di f e che essa sia definita
in un intervallo limitato che noi, per semplicita di rappresentazione, e senza
perdere di generalita, scegliamo simmetrico attorno all’origine. Posto ora con

m=0,+1,42,...

2 [T/ 2mms

= f(s)cos ds
T —T/2 ( T

2 [T/ 2

= f(s)sin T s
T J 1

3

(1.1)

(1.2)
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si dice serie di Fourier di f la serie trigonometrica cosi definita per ogni
valore di t in [-T/2,T/2]:

= 2mt 2mmt
%+;(amcos ﬂ;ﬂ + b,, sin n;jr):

1 (T2 T/2

> 2
RO M [ s

—T/2 — —T/2

2mm

(s —t)ds (1.3)

(nota che by = 0 dalla sua definizione). Si osservi che in questo modo abbiamo
soltanto definito la serie di Fourier, cosa sempre possibile per ogni funzione
f dalla quale si possano calcolare i coefficienti (1.2), ma che non sappiamo
né se tale serie converge, né — se converge — a cosa converge.

Condizioni sufficienti per la convergenza della serie di Fourier di una f data
e le corrispondenti relazioni fra la sua somma ed f stessa sono ricapitolate
nel seguente Teorema qui enunciato senza dimostrazione:

Teorema 1.1. Se in [-T1/2,T/2] la funzione f(t) é generalmente continua,
generalmente derivabile, e se la sua derivata prima f'(t) é generalmente con-
tinua con eventuali discontinuita tutte di prima specie, allora la sua serie di
Fourier (1.3) converge in tutto [—=T/2,T/2] e la somma vale

o f(t), nei punti di (=T/2,T/2) in cui f e continua;
o S[f(tT) + f(t7)], nei punti di (—=T/2,T/2) in cui f non é continua;

o [f(—%Jr) + f(£7)| negli estremi —T/2 e T/2 dell’intervallo.

All’esterno dell’intervallo [—T/2,T/2] la serie converge ai valori che si otten-
gono con una ripetizione periodica dei valori assunti all’interno di [—T/2,T/2].

Ricorderemo qui che

e f ¢ generalmente continua se essa ¢ continua in tutto [—7'/2,7/2] fatta
eccezione al pitt per un numero finito di punti;

e f & generalmente derivabile se essa ¢ derivabile in tutto [—T/2,T/2]
fatta eccezione al piu per un numero finito di punti;

e un punto di discontinuita si dice di prima specie quando in esso la
funzione ammette limiti finiti da destra e da sinistra, ma tali due limiti
non coincidono.
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Si puo infine mostrare che le tre ipotesi del Teorema 1.1 assicurano automa-
ticamente che anche le eventuali discontinuita di f sono di prima specie: per
questo motivo non & necessario inserire esplicitamente questa proprieta fra
le condizioni richieste. Naturalmente si verifica facilmente che una funzione
che soddisfi tali condizioni e anche limitata.

Questo teorema ci garantisce che, all'interno di [—-7/2, T /2] la serie di Fourier
riproduce correttamente i valori di f in tutti i punti in cui essa e continua.
Nei punti in cui f non & continua, invece, (e negli estremi dell’intervallo) la
serie (1.3) converge al valore medio fra i limiti da destra e da sinistra, valore
che puo non coincidere con quello di f. Siccome, pero nelle ipotesi richia-
mate prima si richiede che il numero delle eventuali discontinuita sia finito,
sara facile eliminare anche la necessita di questa precisazione ridefinendo
preliminarmente i valori di f in questi punti come

1

F(O) =5 [FE) + f@)] - (1.4)

In questo modo — senza modificare la f(¢) in maniera essenziale — i valori
di f(¢) risultano sempre coincidenti con la somma della corrispondente serie
di Fourier. Per il seguito, salvo diversa indicazione, supporremo sempre che
tale precauzione preliminare sia stata presa in modo che la tesi principale del
Teorema 1.1 potra essere enunciata dicendo semplicemente che, se le ipotesi
sono rispettate, la serie di Fourier (1.3) converge in tutto [-T/2,T/2] e la
sua somma vale f.

Osservazione 1.1. In sostanza i risultati qui ricordati mostrano che la serie di
Fourier converge proprio ai valori della funzione f nell’intervallo [-T/2,T/2]. Al-
lesterno di tale intervallo, inoltre, a causa della periodicita delle funzioni che la
compongono, la serie (1.8) continua sicuramente a convergere riproducendo perio-
dicamente i valori da essa assunti in [—T/2,T/2]; e cio avviene indipendentemente
sia dal fatto che f sia o meno definita all’esterno di [=T/2,T/2], sia dagli eventuali
valori che essa vi assume. In pratica si hanno tre situazioni possibili:

e se f non é definita all’esterno di [—T/2,T/2] la serie (1.3) la prolunga
riproducendola periodicamente;
e se f ¢é definita all’esterno di [—T/2,T/2], ma non é periodica di periodo T,

i valori (periodici) che la serie (1.3) assume all’esterno di [—-T/2,T/2] non
coincidono con quelli di f;

e solo se f ¢é definita all’esterno di [—T/2,T/2] ed é anche periodica di periodo
T la serie (1.3) converge ai valori di f su tutto 'asse reale.
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Ricorderemo, infatti, che per costruire la serie (1.3) occorre solo considerare i va-
lori di f in [-T/2,T/2] in modo da poter calcolare i coefficienti (1.2), e che tutta
la costruzione e invece perfettamente indipendente dagli eventuali valori di f all’e-
sterno di [=T/2,T/2]. La serie (1.3) e la funzione f sono cioé due oggetti diversi:
sotto le ipotesi del Teorema 1.1 i loro valori coincidono in [—T/2,T/2], ma pos-
sono essere completamente diversi all’esterno di [-1/2,T/2]. Diremo allora che
la serie di Fourier rappresenta fedelmente i valori di f(t) solo in [-T/2,T/2].
D’altra parte, se f fosse originariamente definita e mon periodica su tutto l’asse
reale, potremo sempre considerare un T arbitrario e costruire la serie (1.3): que-
sta, se le condizioni del Teorema 1.1 sono soddisfatte, rappresentera fedelmente i
valori di f in [-T/2,T/2], mentre all’esterno di tale intervallo i suoi valori sareb-
bero sicuramente diversi da quelli di f. Ad ogni modo, siccome il numero T ¢é in
questo caso del tutto arbitrario, ci sara anche consentito sceglierlo in maniera tale
che la serie (1.3) possa rappresentare i valori di f in qualunque intervallo finito
di mostro interesse.

Osserviamo inoltre che ponendo

A, — b, 1 [T

Cp =Cop = ——— = — (s)e=2mms/T (g (1.5)
2 T J 1
la serie di Fourier (1.3) assume anche la forma esponenziale
+o00 ‘
Z CmeZmet/T (16)

come si verifica facilmente con un semplice calcolo. Infine, definendo le
quantita r,, e #,, tramite le relazioni

ro=ao/2, 0o=0; apn="rncosby,, by=—rysind, (m#0) (1.7)

la serie (1.3) assume anche la forma
- _ 2w

Z T'm cos(mwt + 6,,) , W= (1.8)

m=0
Se allora, ad esempio con f(t¢) periodica di periodo T, y = f(¢) rappresenta
I'espressione di una legge fisica, la serie (1.8) mostra esplicitamente che 'o-
scillazione, in genere non elementare, y = f(t) puo essere decomposta nella
sovrapposizione di infiniti moti periodici elementari (moti armonici) ciascuno
di ampiezza r,,, di frequenza mw e di sfasamento 6,,. Si dice in tal caso che
la componente m-ma di tale decomposizione e I'm-ma armonica del moto

periodico y = f(t).
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1.2 Formula integrale di Fourier

Riprendendo la discussione dell’Osservazione 1.1 supporremo ora che la no-
stra funzione f sia definita (senza, in generale, essere periodica) su tutto
I’asse reale e che in ogni intervallo finito soddisfi le ipotesi del Teorema 1.1.
Consideriamo allora un intervallo della forma [—7"/2,T/2] con T arbitrario e
costruiamo su tale intervallo la serie di Fourier (1.3): tale serie rappesentera
fedelmente i valori di f solo in [—77/2,T'/2] mentre convergera a valori diversi
da quelli di f all’esterno di tale intervallo. E pertanto intuitivo tentare di
migliorare questa rappresentazione di f allargando l'intervallo [-T/2,T/2]
sul quale la serie (1.3) rappresenta fedelmente f. Per far questo ci giovere-
mo del fatto che, nel nostro caso, T' e arbitrario sicché niente ci impedira a
passare al limite per T" — +oc.

Riprendiamo dunque in considerazione la serie (1.3) ed eseguiamo il limite per
T — 4o00: per semplificare tale operazione supporremo che f sia integrabile,
cioe che
+o0
/n\ﬂﬁ$<+m (1.9)

In tal caso, siccome risulta

T/2 T/2
@Msg/)\ﬂﬂm& VT >0,
—T/2 —T/2
si avra anche
T/2 +00
lim (s)ds §/ |f(s)]ds < +o0,
T—+o0 -T/2 —o0

e pertanto per il primo termine di (1.3) otteniamo

1 (72
lim — s)ds =0.
Quanto alla seconda parte di (1.3) supporremo che sia possibile eseguire il
limite degli estremi di integrazione separatamente da quello dei fattori 1/7
in pratica faremo l'ipotesi che sia possibile calcolare tale limite in due passi:

mm

2
T (s —t)ds. (1.10)

T—~+o0 T—400 —7/2

00 92 T/2
lim lim Z? f(s)cos
m=1
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Inoltre ammetteremo senza verifica esplicita che il limite per 7 — +oo della
serie (1.10) possa essere eseguito termine a termine. Ne consegue che (1.10)
diviene

2 [t 2
TETOO;T/OO f(s)cos T;m(s —t)ds. (1.11)
Poniamo ora
2 oo
W= Fi(w) = f(s)cosw(s —t)ds

e riscriviamo (1.11) come

Ly i Fy(mw)

;;{n}o _1u) tlmw

espressione che costituisce una evidente realizzazione del procedimento di
Riemann per la definizione dell'integrale

1 +o0 1 o0 400
—/ Fi(w)dw = —/ dw f(s)cosw(s —t)ds.
™ Jo ™ Jo —00

Se allora supponiamo che i risultati dei teoremi ricordati nella Sezione 1.1
restino validi lungo tutto il procedimento di limite per 7' — 400, potremo
scrivere

+oo +00
ft) = %/0 dw f(s)cosw(s —t)ds (1.12)

—00

espressione nota con il nome di Formula Integrale di Fourier. E facile
controllare ora che, ponendo

1 [T

alw) = = f(s)coswsds = r(w)cosf(w)
bw) = % : oOf(s)sincusals = —r(w)sinf(w) (1.13)

la formula (1.12) assume la forma
+o0
f@) = / [a(w) coswt + b(w) sin wt] dw
0

— /O Oor(w) cos [wt + 6(w)] dw (1.14)
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in chiara analogia con le relazioni (1.2), (1.3), (1.7) e (1.8). Se poi f ¢ una
funzione pari (nel senso che f(—t) = f(t)) si vede subito che
9 [+
a(w) = — (s)coswsds, bw)=0
T Jo

sicché la formula (1.12) si riduce a

2 +oo +o0o
ft) = —/ cos wt dw (s) coswsds (1.15)
T Jo 0
espressione che prende il nome di Formula Integrale di Fourier in coseno;
se invece f e dispari (nel senso che f(—t) = —f(t)) allora
9 [+
a(w) =0, bw) == (s)sinwsds
T Jo

e (1.12) si riduce a

2 +oo +o0

ft) = —/ sin wt dw (s)sinwsds (1.16)

T™Jo 0

che prende il nome di Formula Integrale di Fourier in seno. Sara bene
notare che gli integrali presenti in (1.15) e (1.16) sono ben definiti per ogni
valore di ¢t € R anche se 'iniziale funzione f(t) ¢ definita solo per ¢t > 0 (e
soddisfa in tale intervallo le ipotesi che garantiscono la validita della formula
integrale di Fourier). In tal caso f potrebbe essere rappresentata su [0, +00)
sia da (1.15) che da (1.16): la differenza fra queste due rappresentazioni ¢ nel
fatto che nel primo caso la formula integrale in coseno (1.15) prolungherebbe
f sul semiasse reale negativo in una funzione pari, mentre nel secondo caso
la formula integrale in seno (1.16) la prolungherebbe in una funzione dispari.

Termineremo questa sezione enunciando, senza dimostrazione, alcuni risultati
rigorosi sulla sviluppabilita in integrale di Fourier.

Teorema 1.2. Se f(t) definita su (—oo,+00) € integrabile, se in ogni inter-
vallo limitato € generalmente continua, generalmente derivabile con derivata
prima generalmente continua e discontinuita tutte di prima specie, e se nei
suoi eventuali punti di discontinuita € definita come in (1.4), allora essa
verifica la relazione (1.12) per ogni t in (—oo,+00), ossia € sviluppabile in
Integrale di Fourier.
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Le condizioni elencate nel Teorema 1.2 per la validita della formula integra-
le (1.12) (o delle formule in seno e coseno (1.15) e (1.16)) sono solo sufficienti.
Sara pertanto possibile trovare anche altre condizioni che garantiscano tali
risultati come mostra in particolare il seguente Teorema:

Teorema 1.3. Se una funzione f definita in [0, +00) € positiva, non crescen-
te ed infinitesima all’infinito, se nei suoi punti di discontinuita é definita
da (1.4) e se é integrabile su ogni intervallo finito del tipo (0,a) con a >
0, essa ¢ sviluppabile in integrale di Fourier in seno e coseno secondo le
formule (1.15) e (1.16).



Capitolo 2

Trasformata di Fourier

2.1 Forma esponenziale della Formula Inte-
grale di Fourier

La Formula Integrale di Fourier (1.12) puo facilmente essere posta in una
forma che ricorda da vicino Iespressione esponenziale (1.6) per le serie di
Fourier. Si ha infatti, con una semplice inversione del segno della variabile
di integrazione w in uno degli integrali che seguono, che

/0A o /:O f(s)cosw(s —t)ds

= % [/OAdw /:O f(s)etwls=t ds+/A dw /+OO f(s)e i ds]

AL

+o0
w(s—t) ds+/ dw/ f(s
+o0o
/ dw/ f —zw(s t) dS_ / zwtdw

e pertanto la formula (1.12) potra essere riscritta come

[ = -

1
= —V.P
2T

— lim
2T A—+o0

/

A +o00
ezwtdw
- —00
“+00 “+00
elwtdw
o) —00

11

7uus t ‘|
—+00

f( ) —tws ds

f(s)e " ds

f(s)e " ds (2.1)



12 2 Trasformata di Fourier

che assume il nome di Forma esponenziale della Formula Integrale di Fou-
rier. Ovviamente nel caso in cui 'integrale in (2.1) esiste come integrale
improprio la formula si riscrive come

1 +oo +00 )

f(t) = %/ e “rdw f(s)e*“*ds. (2.2)
—0o0 —0o0

Osservazione 2.1. La formula (2.1) é definita tramite il cosiddetto valore prin-

cipale di un integrale improprio. Ricorderemo a questo proposito che il wvalore

principale di un integrale improprio

+00 a
V.P, / gty dt= tim [ g(t)dt (2.3)
—00 a—+oo J_g,
puo esistere ed essere finito anche in casi in cui l'integrale improprio corrispondente
400 0 b
/ gy dt= tim [ g)dt+ tim [ g(t)dt (2.4)
— 00 a——+00 —a b—-+o00 0

non esiste. Ad esempio, se g(t) = t> avremo

0 CL4 b b4 a
B3dt = —— Bdt = —; 3 dt =
/a 1 /0 . / 0

sicché integrale improprio (2.4) non ha senso in quanto forma indeterminata del
tipo 0o — 0o, mentre il suo valore principale (2.3) é

+oo
V.P./ Bdt=0.

—00
Naturalmente se lintegrale improprio (2.4) converge il suo wvalore coincide con

quello del suo valore principale (2.3), ma é importante ricordare che quest’ultimo
puo esistere senza che l'integrale improprio esista.

2.2 Trasformazione di Fourier

L’espressione (2.1) presenta una certa analogia con le formule (1.5) ed (1.6);
in particolare — modificando per comodita da s in ¢ il nome della variabile
di integrazione — il ruolo svolto dalla successione di coefficienti ¢, viene qui
giocato dalla funzione

~

1 e —twt
fw)= / G’ (2.5)




2.2 Trasformazione di Fourier 13

mentre allo sviluppo in serie (1.6) viene sostituita la formula integrale (2.1).
Se ora supponiamo che la funzione f(t) e™*“* sia sempre integrabile rispetto
a 1 per ogni valore di w Pespressione (2.5) definisce una nuova funzione f(w).
Resta cosi definita una trasformazione funzionale che associa f(w) ad f(t)
e che prende il nome di Trasformazione di Fourier mentre f prende il
nome di Trasformata di Fourier di f. Osserviamo che, se f € una funzione
reale della variabile reale ¢, f risulterd essere una funzione complessa di una
variabile reale per la quale si ha in particolare

A ~

f=w) = flw). (2.6)

Nel seguito indicheremo la trasformazione di Fourier anche con il simbolo F
e scriveremo simbolicamente

F

f=Flf], ovvero  f(t) <= f(w). (2.7)

Inoltre, con la notazione introdotta in (1.13), si vede facilmente che risulta

o) =[5 o) — b)) = | T r) e, 28)

sicche in particolare avremo anche

T 9

@) = 5 [@*(@) + P (@)] = 5r*(w). (2.9)

Pertanto |f(w)| assume il significato di ampiezza della componente di fre-
quenza w, mentre f(w) rappresenta lo sfasamento della medesima componen-
te.

Osservazione 2.2. La formula esponenziale (2.1) estende l'integrazione sulla va-
riabile w della formula (1.12) a tutto l'asse reale e quindi introduce un concetto
apparentemente paradossale: quello di frequenza megativa. Chiaramente da un
punto di vista fisico tali frequenze non hanno alcun senso, ma (2.1) sembra dar
loro un ruolo dal momento che la ricostruzione di f appare possibile in quella for-
mula solo tenendo conto di tutte le frequenze, anche di quelle minori di zero. La
soluzione del paradosso viene dalla relazione (2.6) la quale ci dice che é sufficiente
conoscere f(w) per w > 0 per poterne pot calcolare i valori per w < 0. Pertanto
tutti © calcoli possono essere sempre effettuati sulla base della conoscenza della tra-
sformata di Fourier a frequenze positive. In sostanza l'introduzione delle frequenze
negative deve essere considerata solo come un espediente che rende pit suggestiva
la scrittura della formula integrale di Fourier per ragioni di simmetria.
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La forma esponenziale (2.1) della formula integrale di Fourier puo essere an-
che considerata come una formula di inversione della Trasformata di Fou-
rier (2.5). Le condizioni di sviluppabilita in integrale di Fourier garantiscono
infatti che

+o00o

F(t) = —— Tim /A f@) e do = ——V.P [ @) e dw, (2.10)
- o)

V27 A—too \ 2T _

e, se l'integrale improprio esiste,

ft) = \/LZ_T('/_ oof(w) e dw . (2.11)

In forma simbolica analoga a (2.7) potremo dunque scrivere

f=F"f]. (2.12)
D’altra parte con un semplice cambiamento di segno nella variabile d’inte-
grazione si vede che

+oo ) +oo )
=] et - o= [ frweta,

per cui, tenendo anche conto di (2.6), avremo le cosiddette formule di
reciprocita

f=Ff.  fo=7xf]. (2.13)

Se f(t) ¢ una funzione pari la trasformata di Fourier (2.5) si riduce a

(EENE [ i coswtar = o),

dove f.(w), detta trasformata in coseno, risulta essere anche essa una
funzione pari a valori reali. Se invece f(t) ¢ una funzione dispari si ha

. 2 [t .
w) = —i4/— sinwtdt = —ify(w),
for = iyf2 [ swsera = i

dove ora fs(w) e dispari e a valori reali e si suole indicare con il nome di
trasformata in seno. In pratica avremo quindi

+o0o
folw) = Flf] = \/g/o f(t)coswt dt (2.14)
. oo
fs(w) = Fslf] = \/g/o f(t)sinwtdt (2.15)
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Le formule integrali in seno (1.16) e coseno (1.15) ci consentono di scrivere
le corrispondenti formule di inversione delle trasformate in seno e coseno.
Infatti qualunque sia t risulta
2 [T
ft) =1/— fe(w) coswt dw; (2.16)

™ Jo

e quindi le formule di reciprocita per le trasformate in coseno sono

fc:fc{f]v f:fc[fc] (217)

Con analoga notazione per le trasformate in seno avremo

2 [too .
ft)=1/— fs(w)sinwt dw , (2.18)
T Jo
e simbolicamente X .
fs:fs[f]a f:fs[fs] (219)

Queste formule di reciprocita mostrano la particolare simmetria delle tra-
sformazioni in seno e coseno: in particolare si vede che tali trasformazioni
coincidono con le loro inverse. Daremo ora alcuni risultati sull’esistenza delle
Trasformate di Fourier.

Teorema 2.1. Se f(t) ¢ integrabile, allora f(w) esiste per ogni w reale ed é
limitata e continua.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che anche f(t) e”** ¢ integrabile,

e quindi che f(w) esiste per ogni w ed & limitata:

£ 1 e —iwt _L o
Fl o= [ el a=—= [ 1] <o,

Per dimostrare che f (w) € anche continua si considera un arbitrario punto
w*, una successione numerica {w,} tale che w, —— w* e la successione di
funzioni

falt) = e f(2).
Trascurando di verificare esplicitamente che sono soddisfatte le ipotesi che
consentono di eseguire il limite sotto segno di integrale, siccome

lim fult) = e ™ f(1)
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si ha anche che
—+o00

~ 1 A
lim f(w,) = lim —— W) dt = f(w*).
m f() =tm—— [ fi0)d = flo)
Data l'arbitrarieta di w* e della successione che vi converge, potremo affer-
mare quindi che f(w) e continua per ogni valore di w. O

Teorema 2.2. (Teorema di Parseval) Se f(t) ¢ integrabile e di quadrato
integrabile, allora anche f(w) e di quadrato integrabile e inoltre

/wmw%m/wuw%. (2.20)

Osservazione 2.3. Sebbene secondo il Teorema 2.1 Uintegrabilita di f sia condi-
zione sufficiente a garantire 'esistenza della trasformata (2.5), tale condizione non
e viceversa mecessaria: capita, cioe, che la trasformata di Fourier di una funzione
f possa essere definita anche per funzioni non integrabili. In particolare, in ba-
se a risultati analoghi a quelli del Teorema 1.3, per poter calcolare le trasformate
in seno e coseno bastera che f, definita in [0,+00), sia positiva, non crescente
e infinitesima all’infinito, sia definita da (1.4) nei suoi punti di discontinuita e
sia integrabile su ogni intervallo finito del tipo (0,a) con a > 0. Si noti inoltre
che nessuno dei due teoremi precedenti garantisce che la trasformata f (w) sia a
sua volta integrabile: infatti né le funzioni limitate e continue, né le funzioni di
quadrato integrabile sono in generale anche integrabili.

11 calcolo degli integrali (2.5) e (2.10) viene spesso effettuato scegliendo de-
gli opportuni percorsi di integrazione in campo complesso. A questo scopo
risultera particolarmente utile il seguente risultato:

Lemma 2.3. Sia f(z) una funzione della variabile complessa z che presenta
singolarita isolate solo in punti al finito del piano complesso C, e sia I' una
semicirconferenza di centro z = 0 e di raggio R, presa nel semipiano Im[z] >
0 ed orientata in uno dei due versi possibili (vedi ad esempio Figura 2.1). Se
risulta

lim (mlgx|f(z)|> =0

R—+oc0
allora avremo anche

lim /f(z)emzdz:o, a>0.
r

R—+o00

Un risultato del tutto analogo sussiste per a < 0 prendendo la semicirconfe-
renza I' nel semipiano Im[z] < 0 (vedi Figura 2.1).
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Im[Z] <0 Im[Z]

Re[Z7]

Re[Z]

Figura 2.1: Percorsi di integrazione usati nel Lemma 2.3.

Dimostrazione. Considereremo solo il caso a > 0, dato che nel caso a < 0 la
dimostrazione ¢ perfettamente analoga. Innanzitutto, dato che sulla curva I
si ha z = Re? con 0 < § < 7, potremo scrivere

/1“ f(z)e"**dz

Siccome f(z) ¢ olomorfa sulle semicirconferenze I' da un certo raggio R in
poi (con R — +00) la funzione |f(z)| sara dotata di massimo su I" per cui

/F F(2) e dz

D’altra parte, siccome dalle nostre ipotesi risulta che

lim (mlgx |f(z)|> =0,

R—+00

< [ Il Ras.
0

§mrax|f(z)|/ e sl pag .
0

per provare il Lemma sara sufficiente mostrare che 'integrale
n .
/ e—aR sm@R do
0

rimane limitato per R — +oo. Infatti si ha

T ) /2 _ T )
/ e—aRsmGR do = / e—aR51n0R do 4 / e—aRsmGR de
0 0 w/2

e sostituendo 6 con m — 6 nel secondo integrale

T ) /2 )
/ e—ostmGR do = 2/ e—ostmGR do .
0 0
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D’altra parte si verifica facilmente che

sin 6

6

>

310

0<60<m/2

e quindi in [0, 77/2] risulta sin@ > 26/7. Ne segue che, essendo o > 0,

T ) w/2
/ e—aRstR do < QR/ e—2aR9/7rd0 — 2(1 _ e—aR) ’
0 0 «

e pertanto
T T
lim e oRsnlpag < — (a>0)
R—+o0 0 Oé
risultato che completa la dimostrazione. Il

2.3 Esempi di Trasformate di Fourier

Esempio 2.1. Per calcolare la trasformata di Fourier della funzione (a > 0)

1/2a selt| <a
f(t)=< 1/4a set==a (2.21)
0 se|t| >a

possiamo osservare che, essendo la funzione pari, potremo equivalentemente calco-
larne la trasformata in coseno (2.14) come

p 2
f(W)— e Qa\/>/ coswt dt = Smaw.

La funzione f e la sua trasformata sono riportate in Figura 2.2. La trasformazione
inversa si ottiene poi tramite la formula integrale di Fourier in coseno (2.16)

+oo 1 +00 3
\/>/ )coswt dw = — PN coswt dw , (2.22)

am Jo w

dalla quale si possono anche ricavare alcuni interessanti risultati. Innanzitutto per
t=0econa=1 laformula di inversione fornisce il valore di un integrale notevole
calcolabile in campo complesso con altri metodi:

+00 o3
/ Y =T (2.23)
0 2

w
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f® f

1/2a

l/v 2x

1/4a

-7 [ x/a

—a a

Figura 2.2: La funzione (2.21) e la sua trasformata di Fourier.

f( fw)

1/2a yvV2n

_2a 2a - fa x/a

Figura 2.3: La funzione (2.24) e la sua trasformata di Fourier.

Inoltre (2.22) consente di dare un significato alla definizione dei valori di f nei
punti t = 1. Come ¢& evidente, infatti, tali valori non giocano alcun ruolo nel
calcolo della trasformata di Fourier f Viceversa (2.22) individua proprio 1/4a
come valore da assegnare ad f nei punti t = +a tramite la trasformazione inversa;
infatti, ad esempio nel caso a =1, si ha

f(£1) == dw w

1 [T coswsinw 1 T gin 2w 1 o0 sinxd 1
™ Jo w _27T 0 w _27T 0 X

Questo giustifica completamente la scelta fatta nei punti t = +a.

Esempio 2.2. Anche per determinare la trasformata di Fourier della funzione
pari (a>0)

. 2
g = { o e < 221
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f@®

a2 .

Figura 2.4: La funzione (2.25).

fw) f )
0.4
4.49 4.49
2.33 2.33 .
vy R ve A w el
o 4 N/

Figura 2.5: Trasformate di Fourier in coseno e seno della funzione (2.25).

sara sufficiente calcolare la sua trasformata in coseno (2.14)

X . 2 2a2a_t 1 sin aw 2
f(W):fC(W):\/;/O Wcoswtdt:m( aw )

La funzione f e la sua trasformata sono riportate in Figura 2.53. La formula di
inversione (2.16) si scrive quindi

1 [+ /g 2
ft)= / (smaw) cos wt dw
0

s aw

e da essa, per a =1 et =0, si ottiene il risultato notevole

Yoo /o 2
/ <smw> do-T
0 w 2

Esempio 2.3. Prendiamo ora in considerazione la sequente funzione f(t) definita,
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con a > 0, solo pert > 0:

t sel<t<a
ft)=< a/2 set=a (2.25)
0 set>a

e riportata in Figura 2.4. FEssendo f definita solo per t > 0 non avrebbe senso
calcolare la trasformata di Fourier (2.5) che richiede di integrare una funzione
definita per ogni valore reale t. Niente impedisce pero di calcolare le trasformate
in seno (2.15) e coseno (2.14) che utilizzano solo integrazioni per valori positivi
di t. Anzi, a differenza dei due Esempi precedenti nei quali solo la trasformata in
coseno era diversa da zero, in questo caso ambedue le trasformate sono calcolabili
e diverse da zero. Si ha facilmente infatti mediante integrazioni elementari che

A 2 cosaw — 1 + aw sin aw A 2 sinw — aw cos aw
fe(w) = \/; 2 fs(w) = \/; 2 (2.26)

w w

Tali trasformate, i cui grafici sono riportati in Figura 2.5, sono ovviamente funzio-
ni (rispettivamente pari e dispari) definite per ogni valore reale di w. Pertanto le
formule di inversione (2.16) e (2.18) forniscono i prolungamenti rispettivamente
pari e dispari di f(t) sul semiasse reale negativo. Piu precisamente l'inversione
della trasformata in coseno dara il prolungamento pari

. t|  selt|<a
2 “+o00 —1 |

fp(t) = / o8 aw +awsin aw coswtdw =% a/2 set=a
0

2
T @ 0 se |t >a

mentre l'inversione della trasformata in seno dara il prolungamento dispari

2 [T®ginaw — awcosaw . t selt|<a
fa(t) = — 5 sinwtdw =< +a/2 set==a
mJo @ 0 se [t| >a

I due prolungamenti sono poi riportati in Figura 2.6. Varra la pena osservare a
questo punto che diversa sarebbe [’analisi di una funzione definita per ogni t nel
modo sequente:

0 set <0
t se<t<a
1) = a/2 set=a (2.27)

0 set>a

In questo caso la funzione, definita per ogni t, non é né pari né dispari e quindi
non ha senso calcolarne la trasformata in seno o in coseno. Invece un calcolo
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fol) fa(®)

a a
a2 . a2
t t
—a a -a a
o -a/2

Figura 2.6: Prolungamenti pari e dispari della funzione (2.25) ottenuti
dall’inversione delle trasformate rispettivamente in coseno e seno.

f© H®)
aZ

2V2nm

a2

a —10/a 10/a

Figura 2.7: La funzione (2.27) con il modulo della sua trasformata.

elementare mostra che la trasformata di Fourier é

sy (I—iaw)e™ —1
flw) = N ; (2.28)

la funzione (2.27) e il modulo della sua trasformata (2.28) sono riportati nella
Figura 2.7.

Esempio 2.4. A causa della sua parita la trasformata di Fourier della funzione

f(t) = et a>0 (2.29)
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f( fw)

-1/a | Ya -a a

Figura 2.8: La funzione (2.29) e la sua trasformata di Fourier.

puo essere calcolata come trasformata in coseno

fw)=fow) = \/E/Jroo coswte ¥ dt
0

_ 1 +o0 [e(iwfa)t + e—(iw+a)t:| dt
V271 Jo

- [._1 T }—\/5“ L (230)

Vor liw—a  iw+a T w? + a?
La funzione f e la sua trasformata di Fourier sono riportate nella Figura 2.8.
Mostreremo ora come linversione della trasformata (2.30) possa essere effettuata
usando le convenzionali tecniche di integrazione in campo complesso. Supporre-
mo pertanto che ci sia stata assegnata la funzione (2.30) e che si voglia cono-

scere la funzione della quale essa & la trasformata di Fourier. Dalla formula di
inversione (2.11) avremo allora

a

1 +oo it +oo eiwt

Consideriamo la funzione ausiliaria della variabile complessa z

eztz
a? + 22

9(2)

e osserviamo che essa presenta due poli semplici in +ia con residui

e—at eat

La forma di g(z) e il Lemma 2.3 ci suggeriscono di scegliere i percorsi di inte-
grazione secondo il segno di t. Pertanto il calcolo si eseque separando due casi:
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Im[Z] t<0 Im[Z]
R
- Re[7]

R
t>0
a\

r
ia
R Re[7]

Figura 2.9: Cammini di integrazione C' per I'inversione della trasformata di
Fourier (2.30).

se t > 0 sceglieremo un cammino di integrazione C con Im[z] > 0 (vedi il primo
cammino di Figura 2.9); avremo quindi per ogni R > a

j{ g(z)dz = 2miR[ia] = T oot )
C a

e siccome in base al Lemma 2.3 risulta per R — +o00

+R glwt too  giwt

avremo in definitiva
ft)= e, t>0. (2.31)

Per t <0 sceglieremo invece il secondo cammino di integrazione C di Figura 2.9
con Im|z] < 0; pertanto avremo ora per ogni R > a

y{ g(z)dz = 2miR|—ia] = ~Teat,
C a

Inoltre, tenendo conto del verso di integrazione e del Lemma 2.3, abbiamo che per
R — 400

+R giwt too it

e quindi in definitiva
ft) = e, t<0. (2.32)

Riunendo i due risultati (2.31) e (2.32) otteniamo infine proprio la funzione ori-
ginaria (2.29).
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f® If @)l

avax
12 \ J

1Ja -a | a

Figura 2.10: La funzione (2.33) e la sua trasformata di Fourier.

Esempio 2.5. [l calcolo della trasformata di Fourier della funzione

0 set <0
ft)=< 1/2 set=0 (2.33)
e set>0

st eseque con metodi elementari:

flw) = —— / R S
2 Jo V2 a +iw
La funzione (2.33) e il modulo della sua trasformata sono mostrati in Figura 2.10.

Pit interessante risulta osservare che, in questo esempio, l'uso del valor principale
nella formula di inversione (2.10) é inevitabile. Si ha infatti che

1 +o00 it 3 p 1 | A gtwt
t)=—V.P. =— i
Uy V2T — 00 e (w) dw 27 )\—1>I—|I—1c>o _ a0+ iw

dw ,

ma per ottenere, ad esempio, il valore f(0) = 1/2 non possiamo semplicemente
calcolare 'integrale improprio

1 /+°° dw
V2T Jooe atiw’

Infatti la primitiva risulta essere

dw w1
/ — —arctan — — — In(a® + w?)
a+w a 2
siccheé il suddetto integrale improprio non avrebbe senso in quanto forma indeter-
minata del tipo oo — 0o, mentre il corrispondente valor principale é
1 A

' 1 A1
f0) = g7 im [ma“z -3 I@ 4| =7 lim arctanZ = 5.
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f©

Figura 2.11: La funzione (2.34).

fo) fw)

N
-

Figura 2.12: Trasformate di Fourier in coseno e seno della funzione (2.34).

Esempio 2.6. Si consideri ora la funzione definita solo per t > 0 e mostrata in
Figura 2.11

flt) = 7 t>0. (2.34)
Essa costituisce un esempio di funzione non integrabile che non soddisfa le ipotesi
del Teorema 1.2. Abbiamo gia osservato, pero, alla fine del Capitolo 1 che le con-
dizioni del Teorema 1.2 sono solo sufficienti. E facile vedere inoltre che la nostra
funzione (2.34) soddisfa invece le ipotesi del Teorema 1.3, e pertanto risulta pos-
sedere le trasformate in coseno e seno. In particolare, con i semplici cambiamenti
di variabile

_ .2
y - ’w| t =T ’
utilizzando le proprieta’ di simmetria dei seni e coseni per inversione del segno

della variabile, e ricordando un ben noto risultato dovuto ad A.Fresnel, avremo
per le trasformate in coseno e seno
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fo® fa®

-1 1 -1 1

Figura 2.13: Prolungamenti pari e dispari della funzione (2.34) ottenuti dalle
inversioni rispettivamente delle trasformate in coseno e seno.

N 2 [T coswt
(w) = — dt =
ey = 2 [T
2 [T 2 Foo 1
= / COSydy:2 / cosz? dt = ——
mlwlJo VY mlw| Jo VWl

fs (w) = M L .
W /el
Le due trasformate, che in questo caso coincidono con la funzione originaria sul se-
miasse reale positivo, sono mostrate nella Figura 2.12. Data la particolare simme-
tria di questo Esempio le inversioni in coseno e seno st calcolano esattamente nello
stesso modo delle trasformate e forniscono, come ci si attende, © prolungamenti
rispettivamente pari e dispari di (2.34):

1 lt| 1
fp(t) = —F=, fa(t) = — —=.
2] VAl
Tali prolungamenti sono mostrati nella Figura 2.15. Si osservi infine che le fun-
zioni fp(t) ed fq(t), definite su tutto l’asse reale tranne che nell’origine, possiedono
anche loro delle trasformate di Fourier per le quali si verifica facilmente che

fp(w) = fc(w) ) fd(w) = fs(w) .
Esempio 2.7. Per la funzione gaussiana
flt) = et/ (2.35)

e possibile calcolare la trasformata di Fourier

P
V2T J o
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f(0) fw)

N/

=-4yT yT

Figura 2.14: La funzione gaussiana (2.35) e la sua trasformata di Fourier.

osservando che

400 )
/ e~ (@) gy — /7 (2.36)

sicché in definitiva

flw)y=Te T2, (2.37)

La funzione (2.35) e la sua trasformata (2.37) sono mostrate in Figura 2.14. Per
provare (2.36) é conveniente esequire il calcolo nel campo complesso. In effetti si

vede subito che
too . 2 2
/ e~ (@+iy0)" g :/ e 7 dz
—00 I

dove il cammino di integrazione I é disegnato in Figura 2.15 nel caso w > 0
(nel caso w < 0 il calcolo si eseque in maniera del tutto analoga). L’integrale al
secondo membro puo ora essere facilmente calcolato ricorrendo a cammini chiusi
C mostrati sempre in Figura 2.15 con L ed M positivi ed arbitrari. Infatti dal
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Im[Z] Im[Zz]

Yo Yo !

11
Re[7] Re[Z]
—L M

Figura 2.15: Cammini di integrazione per il calcolo di (2.36).

Teorema di Cauchy avremo in questo caso che

0 = fe*dz
C
= /eZde—i—/ eZde—i—/ e22d2+/ e dz
I II I11 2%
M - 2 M 2
= / e~ (= +iyo) d:c—/ e Udx
L L
Yo . Yo .
—|—i/ e_(L_Zy)Zdy—i/ e_(M"'Zy)Qdy,
0 0

e siccome si controlla anche facilmente che

/yo e_(L_iy)2dy' < P /yo eyzdy
0 0

Y Y
/ ' e_(M“y)Qdy' < e_MQ/ ’ eV dy,
0 0

al limite per L, M — +o00 st ottiene

—+00 ) —+00
/ e~ (@) gy :/ e dz :/ e dy
—00 T —00

sicché la relazione (2.36) seque dal ben noto risultato:

+o0o 9
/ e P dr = /.

—00

29
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Capitolo 3

Risoluzione di equazioni
differenziali

3.1 Trasformazione di Fourier e Derivazione

Teorema 3.1. Se f(t) ed fi(t) = —itf(t) sono integrabili, allora f(w) ¢
derivable e si ha

= FlA]. (3.1)

1l risultato puo anche essere espresso mediante l’associazione
. F /
—itf(t) «— f'(w) (3.2)

Dimostrazione. Sitratta di un teorema di derivazione sotto segno d’integrale:
osserviamo infatti che

A~ ~

J@rAw) —f@) 1 e e
— _\/ﬁ/m ft)e . (33)

e che come ¢ noto

lim

e—itAw -1 B d
Aw—0 Aw a

—iwt .
—e = —it.
dw :|w—0

Trascurando di verificare esplicitamente che sono soddisfatte le condizioni

31
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per passare al limite sotto segno di integrale, per Aw — 0 in (3.3) avremo

df(w) _ 1 oo d —iwt —iwt
dw N V2T /_oo f(t> [%e L;:o ‘ «
1 400 )
vor | wea = Fin)

il che completa la dimostrazione del nostro Teorema. U

= —i

Teorema 3.2. Se f(t) ed f'(t) sono integrabili, allora

(@) = FIf )] = iwf(w). (3.4)
1l risultato puo anche essere espresso mediante la sequente associazione
i) L iwfw) (3.5)

Dimostrazione. In questo caso si tratta di un teorema di integrazione per
parti. Infatti per dimostrarlo bastera osservare che integrando per parti si

ha

1 : ’ —iw
Flf = NP blinioo e (L) dt
e—iwtf(t):| b iw b
= lm |————| + lim e " f(t)dt.
a,b—+o0 |: \ 27 —a V2T ab—+oo J_, f( )

D’altra parte, siccome per ipotesi f & integrabile, avremo anche che |f(t)|
sara infinitesima per ¢ — +o00. Pertanto il termine finito dell’integrazione
per parti sara nullo e quindi avremo

1 Foo ) A
Flf = iw — e Wt () dt = iwf(w
F=ioo= [ i = iof(w)
come richiesto in (3.4). O

Osservazione 3.1. Bisogna evitare di confondere i due simboli f’ e ?’\ dato che
essi rappresentano due oggetti molto diversi:

df d

dw dw
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Corollario 3.3. Se f(t) e fi(t) = (=it)*f(t) con k =1,...,n sono integra-
bili, allora f(w) é derivable n volte e si ha

F(n) — S\

fow = L A,
ovvero st ha

(i)' f(1) < f"w) (3.6)
Inoltre se f(t) ¢ integrabile e se le sue derivate f*(t) con k = 1,...,n

esistono e sono integrabili, allora

—_

f0) () = FIf] = (iw)" f(w),

ovvero si ha

o s (w) fw) (3.7)

Esempio 3.1. Questi Teoremi consentono di calcolare in un altro modo la Tra-
sformata di Fourier (2.37) della funzione gaussiana (2.35)

f(t) = e 2T

discussa nell’Esempio 2.7. Il calcolo parte osservando che, siccome ovviamente in
questo caso sia f(t) che tf(t) sono integrabili, la derivata f'(w) della richiesta
trasformata di Fourier soddisferda la relazione (3.1). D’altra parte si vede subito
che

filt) = =itf(t) = —ite™" /2T =i f (1)

per cui anche f'(t) & integrabile e quindi tenendo conto di (3.4) si avra
flw) = FIA] = iT*FIf] = —wTf(w).

Ora questa relazione rappresenta per la trasformata di Fourier f(w) che vogliamo
calcolare una semplice equazione differenziale con valore iniziale (ponendo x =

t/T
S R L B e
— e — (§] xr = .
27 J o V2T )

La soluzione, come si verifica immediatamente, & proprio
N _2m2
f(w) —Te ¥ T4/2 ,

un risultato esattamente coincidente con quello ottenuto nell’Esempio 2.7 con un
metodo differente.
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Esempio 3.2. Si voglia calcolare la trasformata di Fourier della funzione

t

Per far questo ricorderemo che con calcoli analoghi a quelli sviluppati nell’Esem-
pio 2.4 é possibile stabilire la sequente associazione fra funzione e trasformata:

N 1 F ~ _ 1 T —zz|w|
a2 +t2 f(w)_a 2 ¢ ’

f(t)

Inoltre si vede subito che —ig(t) = —itf(t) = fi1(t), per cui dal Teorema 3.1 avremo
che o
T I91 —alwl
2w ©

da cui Ticaviamo senza altri calcoli la richiesta trasformata di Fourier

—ig(w) = FIAi] = f'(w) = —

t F

_ |l
a2+ t2 2w s

§() = =iy [ 5

—alw|

g(t)

3.2 Trasformata di Fourier e Convoluzione

Nelle applicazioni riveste una particolare importanza il concetto di prodotto
di convoluzione. Assegnate due funzioni integrabili f(t) e g(t) si chiama
prodotto di convoluzione la funzione

1 oo
h(t) = f(t) *xg(t) = — t—s)g(s)ds. 3.8
() = ))<= [t =903 33)
Nonostante 'apparente asimmetria dei ruoli di f e g in questa definizione,

un semplice cambiamento di variabile (7 = ¢t — s) consente di mostrare che
tale prodotto ¢ anche commutativo nel senso che

W) = f(t)*g(t)z\/%—ﬂ / "t — s)gls) ds
= o010 = o= [ gt =05 ds

Il prodotto di convoluzione resta pero un’operazione non elementare molto
diversa dal prodotto ordinario di due funzioni: bastera osservare, infatti, che
mentre per determinare il valore in un punto ¢ del prodotto ordinario f(¢)g(t)
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e sufficiente conoscere il valore di f e g nel solo punto t, per calcolare il valo-
re in ¢ del prodotto di convoluzione f(t) * g(t) & necessario conoscere tutti i
valori di f e g per poter eseguire 'integrale (3.8). Questa osservazione mette
in evidenza la rilevanza del successivo Teorema secondo il quale la trasfor-
mazione di Fourier converte i prodotti di convoluzione in prodotti ordinari
con una conseguente radicale semplificazione dei calcoli.

Teorema 3.4. Se f(t) e g(t) sono integrabili, allora anche la funzione h(t) =
f(t) % g(t) é integrabile ed inoltre h(w) = f(w)g(w). Il risultato puo anche
essere espresso mediante l’associazione

fO*gt) = fw)iw). (3.9)

Dimostrazione. Tralasciando di dimostrare che h ¢ integrabile e quindi ¢
dotata di trasformata di Fourier, con un semplice cambiamento di variabile
(u=1t—s)siha

hw) = V% / :O et {\/% / :o F(t—s)g(s) ds] dt
— \/%7 /_ ::o e ™%g(s) L/Lz_n /_ :o e =) (¢ — s) dt} ds

= \/%_W/_Ooewsg(s)ds \/12_7T/_ooei“’“f(u)du
= f(w)§w)

il che prova che la trasformata di Fourier di un prodotto di convoluzione e il

prodotto ordinario delle trasformate di Fourier dei fattori della convoluzione.
O

Il risultato del Teorema 3.4 e utile innanzitutto per le operazioni di anti-
trasformazione: puo succedere infatti di non saper calcolare la trasformata
inversa F 1| f] di una funzione f (w), ma di sapere che questa ¢ fattorizzabile
nel prodotto f(w) = fi(w)fz(w) di due funzioni f; ed f, delle quali cono-
sciamo le antitrasformate f; = F[f1] ed fo = F[f,]. In questo caso il
Teorema appena dimostrato ci consente di affermare che F ! f] = f1*x fo.

Esempio 3.3. 5i voglia calcolare antitrasformata di Fourier della funzione

f(w)

W22
ewT/Z

it T2
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evitando il calcolo esplicito di integrali con fattori gaussiani. Si vede subito allora

che f(w) = fl(w) fg(w) con
fiw) = e T2 fw)

e che dagli Esempi 2.4 e 2.7 risulta

A =F[A] = %e—ﬂ/w L halt)=F M f) = ;\/g /T

Il Teorema 3.4 ci garantisce allora che la nostra antitrasformata é

+o0o ) )
F(t) = fi(t) * folt) = T:lrz ot/ T —e2jar? 5

In questo caso € conveniente lasciare la soluzione del nostro problema indicata
come un integrale di convoluzione dato che questo non ¢ ulteriormente esprimibile
mediante semplici combinazioni di funzioni elementari.

Esempio 3.4. Si voglia calcolare la trasformata di Fourier della funzione definita
per ogni t dall’integrale

1 T cos(t — s)e™*

iy = = [ e

Osserviamo innanzitutto che la nostra funzione si presenta sotto forma di un
integrale di convoluzione h(t) = f(t) x g(t) delle funzioni

ds.

cost { et set>0

f(t):m’ 9(t) = 0 set <0

e pertanto il Teorema 3.4 ci dice che la richiesta trasformata di Fourier avra la
forma h(w) = f(w)§(w). Ora é gia noto dall’Esempio 2.5 che

11
o Vorl+ 1w

per cui non ci resta che calcolare f(w) dalla definizione

9(w)

coste Wt

IR i
i = 7). Grer

1 oo i(l-w)t 0o o—i(l+w)t
= / ———=dt+ / — dt|.
2v2m -0 (1+t2)2 —0o0 (1+t2)2

dt
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Per far questo conviene calcolare preventivamente l'integrale

+00 eiat

usando il Teorema dei residui e introducendo la funzione ausiliaria

oz
e

F(z):m.

Questa presenta due poli del secondo ordine nei punti z = +i con residui

1 -1
ozi; e, Res[—i] = a e .

Res[i] = yr

Scegliendo allora opportunamente i cammini di integrazione in base al segno di «
e usando il Lemma 2.3 si ottiene

I{@) = Z(1+ o) el

per cut in definitiva

flw) = I(l—w);—/%—l—w)

= s [ —ee e o alehe]

3.3 Equazioni differenziali

Consideriamo una generica equazione differenziale, lineare, di n-mo ordine,
non omogenea e a coefficienti costanti

> afP () =ult), (3.10)

e supponiamo di imporre ad f e u delle condizioni ai limiti (per ¢ — +00) tali
da consentire di calcolare le trasformate di Fourier f e @. Se trasformiamo
ambedue i membri dell’equazione (3.10), dalla linearita dell’operazione di
trasformazione di Fourier e dalla relazione (3.7) otterremo

QW) fw) =aw), 4w =) eliw).
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Pertanto potremo scrivere
A 1
flw)=gwilw),  gw)=-—,
g(w)

e la soluzione di (3.10) sara ottenuta invertendo la trasformata di Fourier
f(w) cosi determinata. La soluzione pud anche essere determinata calcolando
prima la trasformata inversa

1A 1 oo it~ 1 +oo  iwt
gt) =F [Q]ZE e g(w)dwzﬁ de;

e usando poi il Teorema di convoluzione 3.4 che ci consentira di calcolare
anche la soluzione di (3.10) come

1 / teo
t)=g(t)*xu(t) = — t—s)u(s)ds. 3.11
f(t) =g(t) xult) \/%_Oog( Ju(s) (3.11)
Esempio 3.5. Consideriamo [’equazione differenziale per la corrente I(t) di un
circuito elettrico R-L controllato da un segnale esterno E(t) dato (a > 0):
LI'(t)+ RI(t) = B(t) = Ege™ | —o0 <t < 400, (3.12)

e supponiamo di m‘chg‘edere come condizione ai limiti che 1(t) — 0 per t — +o0 in
modo tale che esista I(w) e che si possa calcolare la trasformata di Fourier dei due
membri di (3.12). Ricordando allora il risultato (2.30) dell’Esempio 2.4 si ottiene

~ 2 aFy
Iw) = \/;(R i) (a® + )

. oE +00 eiwt
I(t)=7F lmszO/_oo (w—iR/L)(w —ia)(w + ia) o

e quindi

Tale trasformata inversa puo essere facilmente calcolata con una integrazione in
campo complesso secondo lo schema dell’Esempio 2.4: osservando che la funzione
integranda presenta tre poli semplici nei punti

w1 =1iR/L, wy = ia, w3 = —ia

dei quali © primi due wy ed way st trovano sul semiasse immaginario positivo mentre
il terzo ws si trova sul semiasse immaginario negativo, e che i tre residui sono

L2 e—Rt/L [ e—at et

Reslif/ Ll = po—ppa> Reslal = gm—ary Rl = ke
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si ha in definitiva che

E at
I(t) = Rj—eaL’ set <0

Eye™®  2Epal e RU/L -
= se
R—alL R —q?2[2
della quale si verifica anche facilmente la continuita in t = 0.
Si puo anche considerare poi 'equazione (sempre con a > 0):

0 set <0

EO e,at se t Z 0 y —o0 <t < +OO, (313)

LI'(t)+ RI(t) = E(t) = {

con condizioni iniziali del tipo
I(t)=0, t<O0; I1(0) =0.

(Condizioni iniziali 1(0) = Iy # 0 comporterebbero una discontinuita nell’origine e
saranno trattate pit appropriatamente con una trasformazione di Laplace nella Se-
zione 7.2). In questo caso la trasformata di Fourier dell’equazione (3.13) conduce

alla relazione
- 1 aFy

I =
@)= or R+ iwk)(a + i)
e la soluzione del problema si ottiene con la trasformazione inversa
s aEQ +oo ez’wt
I(t)=F I = —— dt
() =F"1] 2L J_oo (w—iR/L)(w —ia)

Eseguendo 'integrazione in campo complesso osserveremo che questa volta ci sono
solo due poli semplici
w1 =1tR/L, wo = ia,

che st trovano ambedue sul semiasse immaginario positivo. Pertanto, siccome
per t < 0 saremo costretti a chiudere il cammino di integrazione nel semipiano
immaginario negativo dove non vi sono poli, avremo prima di tutto I(t) = 0 per
t < 0. Pert > 0 invece il risultato si ottiene facilmente dal teorema dei residui
ricordando che

iL e RU/L —iLe
Res|iR/L] = ———— Reslia] = ———.
es[iR/L] TR eslial TR
In conclusione otterremo
I(t) = 0, set <0
—Rt/L _ .—at
— B "% set>0

al — R
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Capitolo 4

Trasformata di Laplace

4.1 Integrale di Laplace

Diremo che f(t) & una funzione di classe C se essa ¢ una funzione a valori
reali o complessi definita e generalmente continua per ¢ > 0, e integrabile in
ogni intervallo limitato del tipo [0,a]. Si osservi che, diversamente dal caso
delle trasformate di Fourier, non ¢ richiesto che f(t) sia integrabile su tutto
[0,4+00) per cui non ¢ necessario che le nostre funzioni siano infinitesime
per t — 4o00. Cio posto, ed indicato con p = x + 7y un generico numero
complesso, chiameremo integrale di Laplace 'integrale

/O m e PP f(t)dt. (4.1)

Non ¢ detto che, assegnato un generico valore di p, l'integrale di Laplace
appena definito sia convergente: supponendo pero che vi siano dei valori di
p in cui esso converge, chiameremo Trasformata di Laplace la funzione

P = | ey dt = i) (12)

definita nei punti p € C in cui I'integrale converge. Se esiste almeno un punto
p € Cin cui F(p) ¢ definita si dice anche che f(¢) ¢ L-trasformabile. In que-
sto caso per indicare 1’associazione fra una funzione f(t) e la sua trasformata
di Laplace si usa anche la seguente notazione

L

f@) e Flp).

43
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Richiameremo ora, senza dimostrazione, alcuni risultati che permettono di
stabilire la forma del dominio di convergenza di (4.1) nel piano complesso C:

Teorema 4.1. Se l'integrale di Laplace (4.1) converge in py € C, allora esso
converge anche in tutto il semipiano Rel[p] > Relpg|; inoltre, se l'integrale
di Laplace (4.1) non converge in p; € C, allora esso non converge in tutto il
semipiano Relp] < Relp1 ] .

Si noti comunque che, se (4.1) converge in py, € possibile che esso converga
anche per Re[p] < Re[pg], e viceversa che, se (4.1) non converge in py,
¢ possibile che esso non converga anche per Re[p] < Relpg]. Il seguente
Teorema stabilisce pero che per una data f(t) il dominio di convergenza puo
sempre sempre essere determinato in maniera precisa:

Teorema 4.2. [l dominio di convergenza dell’integrale di Laplace di una
funzione f(t) L-trasformabile o esaurisce l'intero piano complesso, o consiste
nel semipiano Re[p] > a, dove o é un opportuno numero reale il cui valore
dipende solo da f e che prende il nome di ascissa di convergenza.

Va comunque precisato che, se o € ’ascissa di convergenza, mentre ¢ certo che
'integrale (4.1) converge per Re[p]| > « e non converge per Re[p] < «, nulla
si puo dire in generale per Re[p] = a. Infine osserveremo che per determinare
a bastera considerare 'integrale di Laplace (4.1) solo per i valori reali « del
parametro p.

Osservazione 4.1. La trasformata di Laplace (4.2) puo essere considerata come
una rappresentazione integrale della funzione F(p) valida nel semipiano di
convergenza. Si tratta di un punto di vista opposto rispetto a quello fin qui adottato:
invece di partire dalla funzione f(t) per calcolarne la trasformata di Laplace (4.2)
chiedendoci di determinare anche il dominio di convergenza del corrispondente
integrale, si parte dalla funzione di variabile complessa F(p) e ci si chiede in quale
dominio di C é possibile rappresentarla mediante l'integrale (4.1).

4.2 Esempi

Spesso negli esempi che seguono le funzioni f(¢) considerate sono natural-
mente definite anche per ¢ < 0: ciononostante, e fino ad indicazione del
contrario, noi ne considereremo solo la restrizione al semiasse ¢ > 0. Inoltre
adotteremo la notazione p = x + iy per indicare le parti reale ed immaginaria
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del numero complesso p. Infine, per semplificare le notazioni, faremo spesso
uso della cosiddetta funzione di Heaviside:

1 set>0
H(t)_{ 0 set<0 (43)

Esempio 4.1. L’integrale di Laplace (4.1) di
ft) =ce?; qeC, ceC, t>0

st calcola in maniera elementare:

+oo c
/ celd Pt gy — lim [e(qu)a — 1] :
0 q — pa—+oo

questa espressione evidentemente converge ad un valore finito solo se Re[p] >
Re[q] osservando che

lim el@Pa =, se Re[p] > Re[q].
a—+00
Se invece Re[p] < Relq]| lintegrale di Laplace diverge o non esiste: ad esempio
sulla retta Relp] = « lintegrale di Laplace ha un comportamento oscillante e
quindi non converge. Pertanto l'ascissa di convergenza ¢ oo = Relq| e noi potremo
scrivere

f(t) =ce? £ F(p):piq a = Relq].

Infine con q = 0 si ottiene anche la sequente associazione

fty=c £ Fp)=° a=0.
p
Esempio 4.2. Utilizzando le ben note formule di Fuler l'integrale di Laplace di
f(t) = cosqt con g € C si decompone nella somma di due integrali del tipo trattato
nell’Esempio precedente e si ha

oo 1 1 1
/ cosqte Pldt = - — + — | =3 b 5]
0 2\p—iqg p+igq p°+q

sempre che siano rispettate contemporaneamente le condizioni di convergenza dei
due integrali: Re[p] > Relig] e Re[p] > Re[—iq]. Pertanto l'ascissa di conver-
genza sara o = |Imlql|. Trattando gli altri casi in maniera perfettamente analoga
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otterremo le associazioni

J@)=cosqt < Fp)= i o = [1mlg]
f@)=singt < Fp)= o = [Imlg
f(t)=coshqt £ F(p) = > f p a = |Relq]|
f)=sinhgt < Fp)= T o = [Relg)

Esempio 4.3. La restrizione a t > 0 della funzione di Heaviside H(t) definita
in (4.3) coincide con la costante 1 per cui la trasformata di Laplace di cH (t)
¢ stata gia calcolata nell’Esempio 4.1. Viceversa per la funzione di Heaviside
ritardata cH(t — a) con a > 0 si ha ponendo T =t —a

“+oo +00 ce
/ ce Ptdt = cepa/ e PTdr =
a 0 p

se Re[p] > 0. Pertanto otteniamo [’associazione

e P

f(t)=cH(t—a) £ F(p)=c a=0

p
In maniera analoga per la funzione impulso rettangolare f(t) = ¢[H (t—a)—H (t—0)]
con 0 < a <b si ha l'associazione
c e~ — e
f(t)=clH(t—a)—H(t—0)] < F(p):cf a=0

Esempio 4.4. Il cambiamento di variabile T = pt e un’integrazione per parti
mostrano che

oo 1 oo n!
/ e Pt = T / e Tdr =
0 p 0

se si verifica che Rel[p] > 0. Pertanto otteniamo

r n!

Esempio 4.5. La funzione parte intera di t definita da

fO=[tl=n, n<t<n+l, n=01,...
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ha un integrale di Laplace che converge per Re[p] > 0. Infatti

+o0 oo n+1
/ [t]e Pldt = Z/ ne P dt
0 n=1 n
e_p

_ lzn [e—np _ e—<n+1>p} _ e’
p = p

e la serie geometrica di ragione e P converge se |e P| < 1, cioé se Re[p] > 0. Se
ne ottiene quindi il risultato

oo
> e

n=0

c e ?
f)=1[t] F(p):m a=0

Esempio 4.6. Ci sono ovviamente anche funzioni che non sono L-trasformabili:
ad esempio

flt)=e”

ha un integrale di Laplace che non converge per nessun wvalore di p. Infatti,
limitandoci per semplicita e senza perdere di generalita a p = x reale, l'integrale

+00 5
0

non converge per nessun valore di x: se x <0, essendot > 0 si ha
2 2
o7t > gt

2 . . . .
con e non integrabile. Se invece x > 0, fissato a > x + 1 si ha

a ) x+1 5 a R a 5
/ el Tt gt = / el %t qt +/ el Tt qt > / et Tt ¢
0 0 z+1 z+1

ma pert > x + 1 si ha anche t> — xt = t(t — x) >t per cui

a 2 a
/ el T dt > / el dt
0 z+1

con l’integrale a secondo membro divergente per a — +oo.

4.3 Trasformata bilatera di Laplace

Supporremo ora di considerare una funzione f(¢) definita per —oco < t <
+00 che sia generalmente continua ed integrabile in ogni intervallo limitato
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del tipo [a,b]: potremo allora considerare I'integrale di Laplace bilatero

definito da
oo

f(t)e P dt (4.4)
che, nei punti p € C in cui converge, definisce la Trasformata bilatera di
Laplace

+oo

Flp)=C[f]= [ ft)e*dt. (4.5)

—0o0

per la quale useremo anche la notazione

—

fty < F(p).

Osserviamo ora che se f(t) = 0 per t < 0 U'integrale (4.4) coincidera con l'in-
tegrale (4.1), per cui la trasformata di Laplace unilatera, cioé quella definita
nella Sezione 4.1, risulta coincidere con la trasformata bilatera di funzioni
identicamente nulle sul semiasse negativo delle t. Inoltre ¢ possibile caratte-
rizzare anche i domini di convergenza degli integrali bilateri: consideriamo le
seguenti funzioni definite solo per t > 0

fi(t) = restrizione di f(t) at >0,
f-(t) = restrizione di f(—t)at >0,
e supponiamo che i loro integrali (unilateri) di Laplace
+00 +o0
Fy(p) = fr(t)e ™ at, F_(p) = f-(t)e ™ dt

0 0

abbiano rispettivamente come ascisse di convergenza o e —(3. Si vede allora
facilmente per la trasformata bilatera, dove essa esiste, che

400 0 +o0
F(p) = ft)e P dt = / f(t)e P dt + f(t)e P dt
oo oo "
= f(—t)e dt + ft)e P dt
0+oo (if—oo
= fo(t) e dt + fo(t)e™dt = Fy(p) + F_(—p)

0 0



4.3 Trasformata bilatera 49

e quindi che il suo dominio di convergenza ¢ l'intersezione fra i due semipiani
di convergenza di F,(p) ed F_(p) ossia

Rel[p] > a, Re[-p] > —0.

Ne segue che il dominio di convergenza e costituito dalla striscia di con-
vergenza
a < Relp] < p

e che pertanto la trasformata bilatera esiste soltanto se a < (3. Nel caso
in cui @ = 3 la trasformata bilatera puo esistere solo sull’asse Re[p] =
a = (. Naturalmente nel caso in cui f_(f) = 0 per ogni ¢ > 0 (caso in
cui le trasformate unilatera e bilatera di f(¢) coincidono) il semipiano di
convergenza di F'_(p) coincide con tutto il piano complesso e quindi § = +o0
per cui la striscia di convergenza ¢ tutto il semipiano Re[p] > a.

Osservazione 4.2. Nello spirito dell’Osservazione 4.1 possiamo dire che la tra-
sformata bilatera di Laplace (4.5) puo essere considerata come una rappresenta-
zione integrale della funzione F(p) valida nella striscia di convergenza. Adot-
tando questo punto di vista una medesima funzione F(p) potra essere suscettibile
di rappresentazioni integrali diverse — cioé a partire da funzioni f(t) diverse — in
varie strisce o semipiani di convergenza.

Esempio 4.7. L’integrale di Laplace bilatero della funzione et con ¢ € C

+o0 0 +o0
/ e Pt=alt] gy — / e~ Pt gy 4 / e~ (Pt gy
oo —oc0 0

converge se contemporaneamente risultano verificate le disuguaglianze Re[p —q] <
0 e Re[p+ q] > 0. Pertanto, posto « = Re|q] e supponendo che sia o > 0, la
striscia di convergenza del nostro integrale sara —a < Rel[p] < « e in tale striscia

risultera oo
—00

p+q p—-q p*—g¢*
Conseguentemente potremo scrivere la sequente relazione

t — > F =
fiH == =50

Sara utile ricordare a questo punto che dall’Esempio 4.2 si hanno anche le sequenti
associazions

—a < Rep] <«

f(t)=H(t) sinhqlt| <5  F(p)= a < Re[p]

f(t) = H(~t) sinhglt|] <& F(p) = Re[p] < —a
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Ne segue che la medesima funzione F(p) puo essere considerata, in differenti domi-
ni del piano complesso p, trasformata di Laplace di differenti funzioni: in pratica
F(p) risulta suscettibile, in diversi domini, di diverse rappresentazioni in termini
di integrale (in generale bilatero) di Laplace. Si osservi infine che della medesima
funzione di partenza e~ U puo essere calcolata la trasformata unilatera di Laplace
e questo, come sappiamo dall’Esempio 4.1 conduce all’associazione

e—altl
=-S5 L Fe =g ~a < Relp)

la quale costituisce, nell’appropriato semipiano di convergenza, una rappresenta-
zione integrale della funzione —1/2(p + q).



Capitolo 5

Proprieta della Trasformata di
Laplace

5.1 Olomorfia della Trasformata di Laplace

Sara utile definire preliminarmente i cosiddetti domini angolari:

Qpo,w) ={peC: —p <arglp—p) ¥}, O<v<. (51

Cio posto passiamo ad enunciare senza dimostrazione alcuni importanti ri-
sultati relativi alla olomorfia delle trasformate di Laplace: fino ad esplicita
menzione del contrario gli integrali di Laplace considerati qui sono quelli
unilateri.

Teorema 5.1. Se l'integrale di Laplace di f(t) converge in pg, allora esso
converge uniformememtne rispetto a p in ogni dominio angolare Q(po, 1) con
0 < < 7/2. Inoltre, se l'integrale di Laplace di f(t) converge in po, allora la
sua trasformata di Laplace F(p) é limitata in ogni Q(po, ) con 0 < b < 7/2.

Teorema 5.2. La trasformata di Laplace di una funzione f(t) L-trasformabile
¢ funzione olomorfa di p all’interno del semipiano di convergenza dell’in-
tegrale div Laplace, e le sue deriwvate si calcolano derivando sotto segno di
integrale:

“+oo
F™(p) = (—1)”/ e P (1) dt. (5.2)
0
Avremo pertanto l’associazione
(" f() <5 F(p), Relp] > a (5.3)

51
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Da questi due Teoremi si ricava che la trasformata di Laplace unilatera e
sempre una funzione olomorfa e limitata in tutto il semipiano di convergenza.
Tale semipiano, comunque, deve essere in generale privato del bordo Re[p| =
«. Risultati analoghi sussistono per le trasformate bilatere che risultano
olomorfe e limitate nelle rispettive strisce — aperte — di convergenza.

Osservazione 5.1. Una conseguenza del Teorema 5.2 é che una funzione F(p)
per poter essere considerata trasformata di Laplace (unilatera) di qualche funzione
f(t) di classe C — ossia per essere rappresentabile in integrale di Laplace unilatero
— deve necessariamente essere una funzione olomorfa della variabile p in tutto un
semipiano di C. Ad ogni modo questa rimane solo una condizione necessaria, ma
non sufficiente: vedremo infatti pit oltre che molte funzioni olomorfe (o addirittu-
ra intere) non sono rappresentabili come integrali di Laplace unilateri di funzioni
di classe C. D’altra parte questa osservazione mette in evidenza un metodo pratico
per determinare il semipiano di C nel quale una data funzione F(p) puo essere
rappresentabile come integrale di Laplace unilatero di una funzione f(t): sicco-
me nel semipiano di convergenza la F(p) deve essere olomorfa, tale semipiano
sara il piu grande possibile che non contenga nessuna delle eventuali singolarita di
F(p). In sostanza, se F(p) é rappresentabile come integrale di Laplace, l’ascissa
di convergenza coincide con il piu grande fra i numeri reali Re[p;| dove p; sono le
singolarita di F(p).

Considerazioni analoghe si applicano al problema della rappresentabilita di F(p)
in integrale di Laplace bilatero in opportune strisce di C: siccome nelle strisce
di convergenza la F(p) deve essere olomorfa, tali strisce non potranno contenere
singolartita e quindi saranno determinate dalla collocazione delle singolarita di

F(p).

Esempio 5.1. Il Teorema 5.2 consente di calcolare nuove trasformate di Laplace
a partire da quelle gia note. Cosi dall’Esempio 4.1

1
fO)=et L Fp)=— a = Re[q]
pP—q
st ricava subito
r amn 1 n!
fy=t"e” >  F(p)=(-1)" ( )Z a = Relg);
(t) (p) =( )dp" v=4) " o [q]
e analogamente dall’Esempio 4.5
L 1
[ =l —  Fp)=——=7 a=0
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s ricava

B £ _d 1 (14pHer—1 e
Jo =t "0 =~ 5] = e -

Esempio 5.2. Il Teorema 5.2 fornisce anche un nuovo metodo per il calcolo delle
trasformate di Laplace: consideriamo ad esempio la funzione gaussiana

fit)y=e", t>0.

A causa della rapidita con cui essa si annulla per t — o0, il suo integrale di
Laplace converge per ogni valore di p, sicché la sua ascissa di convergenza é a =
—00. Per calcolare la corrispondente F(p) osserveremo che con un’integrazione
per parti si ha

+o0o 1
F'(p) = —/O te Pt gt = -5+ gF(p)

e tnoltre che per un ben noto risultato

+oo
F(0) = / e dt = \/27? .
0

Pertanto F(p) verifica una semplice equazione differenziale lineare, del primo or-
dine con una ben determinata condizione iniziale. C% vuol poco a mostrare che la
soluzione di questa equazione é

=S - )

dove la funzione V(p) ¢é il prolungamento analitico della cosiddetta funzione errore

definita da
2 r 2
\Il(a:):/ e U dt;
v Jo

una funzione perfettamente regolare, ma che non puo essere altrimenti espressa
come una combinazione finita di altre funzioni elementari. Possiamo esprimere
questo risultato anche con l’associazione

f(t) = et L F(p):\gEeIDQ/4 [1—@(%)} a=—00.
Va infine osservato che per la nostra funzione gaussiana potremo anche calcolare

la trasformata bilatera di Laplace in una striscia di convergenza coincidente con
tutto C. Infatti in questo caso, usando le notazioni della Sezione 4.3, dato che
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fe(t) = f-(t) = f(t) pert > 0, e dato che V(—x) = —V(z), avremo per la
trasformata bilatera

+oo
F(p) = / e P dt = Fi(p)+ F_(~p)

— 00

- Ferfer)eFoiov @) - v
ossia anche

ft) = L Fp)=reth pecC.

5.2 Regole di trasformazione

Proposizione 5.3. Sia f(t) una funzione L-trasformabile con ascissa di
convergenza o e sia F(p) la sua trasformata di Laplace; se a é un numero
reale e positivo, e se s € un generico numero complesso, avremo le sequenti
relazioni

f (2) AN aF(ap) % < Re[p] (5.4)
T F(t) £ F(p—s) a+ Re[s] < Refp]  (5.5)
H(t—a)f(t—a) <= ¢ PF(p)  a<Rep] (5.6)

Dimostrazione. La dimostrazione di (5.4) ¢ basata sulla semplice osservazione
che ponendo 7 = at si ha

—+00

Flap) = F(t)e—w g — X /0 R (g) dr.

0 a

Anche (5.5) si ottiene immediatamente da

+oo
F(p—s)= /0 e Pre f(t)dt.

Quanto a (5.6) bisogna osservare che f(t) e in generale definita solo per ¢t > 0,
per cui f(t — a) sarebbe definita solo per t > a. Per evitare questo problema
si suppone che f(t) sia in qualche modo prolungata per ¢ < 0, ma sia poi
identicamente resa nulla in tale zona considerando la funzione H(t)f(t) per
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ogni t, dove H(t) ¢ la funzione di Heaviside (4.3). Ponendo allora 7 =t +a
si ottiene la relazione

F(p) = /0 - e P f(t)dt = /0 - e PP H(t) f(t) dt
_ / T e (r — o) f(r — a) dr
= e“p/o h e P"H(t —a)f(r —a)dr

che dimostra la (5.6). O

Esempio 5.3. [ risultati della Proposizione 5.8 consentono di estendere le asso-
ciazioni fra funzioni e trasformate di Laplace gia note. Cosi ad esempio, con s, q
numeri complessi e a reale e positivo

R e 0 < Relp)
J) = eteosat & Fp)= g [lmlal| + Rels] < Refp)
ft) = etsingt < F(p)= oS [mla]| + Rels] < Relp]
f0)= M) o F@) = ooy Rels) < Relp)
FO) =HEt—a)t—a)" < Fp)= e—appﬁl 0 < Relp]

Proposizione 5.4. Sia f(t) una funzione periodica di periodo T > 0, L-
trasformabile con trasformata di Laplace F(p), e sia

] ft) se0<t<T
S0(15)_{0 seT <t

Se con ®(p) indichiamo la trasformata di Laplace di ¢(t), allora avremo

c _ ®(p)

ft) F(p)—m a=0 (5.7)
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Dimostrazione. Ponendo 7 =t — nT e usando la periodicita di f(¢) si ha

+o0 o DT
F(p) = /0 Tt = Y / e (1) dt

n=0 1T
0 - T 1 +o00
= et [Cemimar = smam [ et
n=0
__2(p)
1 — el

se sono garantite le condizioni per la convergenza della serie geometrica, cioe
se |e™PT| < 1. Questo avviene se Re[p] > 0, il che implica anche che I’ascissa
di convergenza ¢ o = 0. O

Esempio 5.4. Consideriamo la funzione, periodica di periodo T = 1, f(t) =
t —[t]. In questo caso si ha

t se0<t<1
go(t)—{ 0 sel<t

e facilmente si verifica, mediante un’integrazione per parti, che

+o00 1 1-(1 —p
o(p) z/ e Pp(t) dt:/ te Pl dt = %.
0 0 p

Ne segue allora che

B C _1—(1+p)e?
fA)y=t—[t] F(ﬁ)—m

Proposizione 5.5. Se f(t) definita per t > 0 ¢ derivabile n volte ed é L-
trasformabile assieme a tutte le sue derivate, detta F(p) la trasformata di
f(t), allora per ogni punto p per il quale convergono gli integrali di Laplace
di f e delle sue derivate risulta

a=0

n—1

O s P Ep) =Y P07, (5.8)

k=0

Inoltre, preso a > 0, risultera anche

' c Fp) 1 (" o
/af(T)dT s T p/o f(r)dr. (5.9)
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Osservazione 5.2. Owviamente, se f(01) = f/(01) = ... = f=F=D(0t) =0 la
relazione (5.8) si semplifica in
n ‘C n
() £ pPF(p). (5.10)

Analogamente se a =0 la (5.9) diviene
t
F
/ f(rydr < Fp). (5.11)
0

Dimostrazione. Discuteremo (5.8) solo nel caso n = 1 osservando che la
formula generale si ricava iterando la dimostrazione. Se p ¢ un punto in cui
convergono gli integrali di Laplace di f e di f’, scelti due numeri 0 < a < b
avremo da un’integrazione per parti

b b
/ e P (t)dt = e P f(b) — e P"f(a) +p / e PP f(t)dt.

Siccome per ipotesi ambedue gli integrali presenti in questa relazione con-
vergono separatamente per a — 01 e per b — +00, esisteranno anche se-
paratamente i due analoghi limiti rispettivamente di e™*f(a) e e P’ f(b) e
in particolare, dato che e ' f(t) deve essere integrabile e quindi infinitesima
per ¢ — 400, avremo

lim e ?f(a) = f(07), lim e ”f(b) = 0.

a—0+ b—-+o0

Ne segue immediatamente che

F1t) S pF(p) — f(0%).

Quanto alla formula (5.9) bastera dimostrarla nella versione (5.11) dato che,
preso poi un a > 0, la (5.9) deriva dalla trasformazione della relazione

/atf(T)dT:/Otf(T)dT—/oafde

tenendo conto di (5.11) e del fatto che il secondo integrale ¢ una costante
rispetto a t. D’altra parte per dimostrare (5.11) osserviamo che la funzione

o) = [ ryar
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¢ tale che ¢/(t) = f(t) con ¢(0) = 0. Pertanto, detta ®(p) la richiesta
trasformata di Laplace di ¢(t) e usando (5.10), avremo

f)y=¢t) < Fp)=pd(p)

da cui deriva immediatamente la (5.11). O

A causa del fatto che due funzioni f(t) e g(¢) di classe C sono definite solo
per t > 0, la funzione di 7 con ¢ assegnato f(7)g(t — 7) & definita solo per
0 < 7 < t. Pertanto il prodotto di convoluzione sara qui ridefinito in
maniera diversa da (3.8) come

t

W) = f(t)*g(t) = / f(t - 7)g(r) dr
g0« (1) = /tg(t—T)f(T)dT- (5.12)

0

Peraltro questa definizione coincide (a parte il fattore moltiplicativo 1/v/2m)
con la definizione (3.8) se f e g vengono supposte estese e identicamente nulle
per t < 0.

Teorema 5.6. Se f(t) e g(t) sono L-trasformabili e se F(p) e G(p) sono
rispettivamente le loro trasformate di Laplace, allora

Ft)*g(t) <= F(p)G(p)

nel semipiano di convergenza piu piccolo fra i due semipiani di f e g.

Dimostrazione. Si vede subito che

+oo t
L[fxg]= / e Pt dt/ f(r)g(t —7)dr = // e P f(r)g(t — 7)dtdr
0 0 T
dove T ¢ il dominio illimitato
T={tr7):0<t,0<7<t}.

Il cambiamento di variabili u = t—7, v = 7 ha come determinante Jacobiano
| J| =1 e trasforma T" nel nuovo dominio

D ={(u,v) : ©u>0,v >0}



5.2 Regole di trasformazione 29
per cui avremo
Lifeg) = [[ et dudo
D
+00 “+oo
= / e P f(v) dv/ e Pg(u)du = F(p)G(p)
0 0

che conclude la dimostrazione. O



60

5 Proprieta



Capitolo 6

Inversione della Trasformata di
Laplace

6.1 Teorema di unicita

Come vedremo nel successivo Capitolo 7 molti problemi differenziali o inte-
grali si possono risolvere passando alle trasformate di Laplace: le regole di
trasformazione discusse nella sezione 5.2 consentono infatti di ottenere delle
equazioni piu semplici che forniscono le trasformate di Laplace F(p) delle
soluzioni f(t) cercate. Risulta importante allora avere delle tecniche che
consentano di risalire da F'(p) ad f(¢). In alcuni casi questa operazione di
anti-trasformazione di Laplace ¢ semplice perche consiste solo nell’anda-
re a consultare qualcuna delle associazioni fra f(t) e F/(p) gia studiate come
quelle della Sezione 4.2 o quelle esposte nei diversi Esempi dei Capitoli prece-
denti. In altri casi pero l'individuazione dell’anti-trasformata, se essa esiste,
¢ meno immediata. Ad esempio sappiamo dal Teorema 5.2 che una F'(p) per
essere la Trasformata di Laplace di una qualche funzione f(t) deve essere
olomorfa in tutto un semipiano Re[p] > «, ma questa & solo una condizione
necessaria e non sufficiente. Infatti la F'(p) deve anche godere di tutte le altre
proprieta delle trasformate. Cominceremo allora stabilendo innanzitutto che
il problema dell’inversione della trasformata di Laplace unilatera ¢ ben posto:
data una F'(p) non puo che esistere al pitt una f(¢) di cui F(p) e trasformata
di Laplace. Considerazioni analoghe valgono per le trasformate bilatere.

Teorema 6.1. Se f(t) é L-trasformabile con ascissa di convergenza o e
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trasformata F(p), e se F(p) = 0 identicamente nel semipiano di convergenza,
allora f(t) =0 q.o.

Corollario 6.2. Se due funzioni L-trasformabili f(t) e g(t) hanno la mede-
sima Trasformata di Laplace, allora esse coincidono q.o.

Dimostrazione. Questo risultato ¢ immediata conseguenza del Teorema 6.1:
infatti la funzione f(t) — g(t) risultera avere trasformata di Laplace identi-
camente nulla e quindi risultera essa stessa ¢.o. nulla. O

Osservazione 6.1. Questi Teoremi consentono in alcuni casi di riconoscere se
una F(p) non é anti-trasformabile. Ad esempio i polinomi (non identicamente
nulli) non sono trasformate di Laplace di qualche funzione f(t). Infatti se P,(p)
e un polinomio di grado n > 1 avremo lungo ogni retta parallela al semiasse reale
positivo che

lim [P, (p)| = 400
p—0o0

il che contraddice il Teorema 5.1. Se pero P,(p) é un polinomio di grado zero,
cioé e una costante ¢ diversa da zero, esso resta ovviamente limitato in tutto C.
Ciononostante una costante ¢ # 0 non puo essere una trasformata di Laplace: se
infatti esistesse una funzione f(t) tale che

+00
/ e P f(t)dt =c#0
0

il Teorema 5.2 di derivazione implicherebbe che

+0o0
/ e Plf(t)dt =0
0

ma allora dal Teorema 6.1 di unicita si ricaverebbe che tf(t) = 0 q.o., ovvero
anche f(t) =0 q.o., e quindi la trasformata di Laplace non potrebbe essere, come
ipotizzato, diversa da zero. Analoghe considerazioni conducono alla conclusione
che anche gli esponenziali del tipo e* non possono essere trasformate di Laplace.

6.2 Formula di Riemann

La cosiddetta Formula di Riemann consente, nei casi in cui cio e possibile,
di risalire da F'(p) ad f(¢) con un metodo molto generale. Essa si applica
prima di tutto alle trasformate di Laplace bilatere definite nella Sezione 4.3.
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Supponiamo di considerare p = x+1y appartenente alla striscia di convergan-
za a < Re[p| < @ di una trasformata di Laplace bilatera F(p) e osserviamo
che

Fp)=Flati) = [ e de

—00

_ \/% /_ ::O et [\/ﬁe*wt f(t)] dt |

Quindi, fissato x € (a,3), F(p) come funzione di y risulta essere la tra-
sformata di Fourier della funzione v2me " f(t): se allora f(t) soddisfa le
condizioni per l'inversione della trasformata di Fourier e se ¢ stata prelimi-
narmente ridefinita nelle eventuali discontinuita come in (1.4), dalla (2.10)
si ha
Vore Tt 1 a
2re " f(t) = —— lim e F(xr+1y)dy.
1) == lm | eV F@+iy)dy

Eseguendo allora I'integrazione lungo una retta parallela all’asse immaginario
e passante per = (con dp = idy) otteniamo la formula di Riemann

1 T+HiA )
ft) = — lim @HWE (1 4 dy) dp

2T A—to0 J iy

1 4100
= —VP "' F(p)dp. 6.1
Ve | (p) dp (6.

—100

Si osservi che siccome il primo membro di (6.1) non dipende da z, la formula
deve valere con qualunque scelta del valore di x in («, 3). Inoltre bisogna
ricordare che la formula e stata dimostrata per le trasformate bilatere, ma
questo non ci impedisce di usarla anche nel caso delle trasformate unilatere.
Infatti se F(p) ¢ trasformata unilatera con ascissa di convergenza «, e se
si applica (6.1) lungo la retta parallela all’asse immaginario e passante per
x > a, si ottiene una f(t) definita per ogni ¢, ma identicamente nulla per
t < 0. La discussione svolta nella Sezione 4.3 mostra allora che la nostra anti-
trasformata non ¢ altro che la restrizione di questa f(t) al semiasse t > 0.
Sara utile a questo punto discutere un Lemma, analogo al Lemma 2.3, utile
per rendere piu agevole I'uso della formula di Riemann

Lemma 6.3. Data una funzione F(p) olomorfa in C tranne che in un nu-
mero finito di singolarita isolate py, ..., pn; preso un numero reale xqy, € una
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circonferenza I' di centro in p = 0 e raggio R > maxy{|px|}; detti T_ e 'y
gli archi tagliati su I dalla retta Re[p] = xo rispettivamente con Re[p] <

e Relp| > xo; se
lim max|F(p)| =0

R—+o00 I
allora si ha
li PEE(p)dp = 0 t>0
RiToo . © (p) p -
li ' F(p)dp = 0 t<0
R—l}foo r. (p) p -

(6.2)

(6.3)

Dimostrazione. Consideriamo innanzitutto il caso t > 0 e per fissare le idee
supponiamo xy > 0: se scegliessimo xy < 0, la dimostrazione subirebbe solo

delle modifiche inessenziali. Avremo dunque

21—
/ e’ F(p) dp‘ < rrllax|F(p)|/ etfesfR dp .
- B
dove abbiamo posto

B(R) = arccos x—lg : 0<pB(R) <

bl 3

Siccome per ipotesi

max |F(p)| < max|F(p)] — 0, R — +00
la (6.2) sara dimostrata se riusciremo a provare che U'integrale
27—
I_(R) — / etRcosORde
B

si mantiene limitato per R — 400. A questo scopo osserviamo che

2m—f3 ™ 2m—p
/ etRcos OR do = / etRcos 9R do + / etRcos GR do
B 15} T

e che con la trasformazione di variabili ¢ = 27 — 6 si ha

27— T
/ etRCOS@Rde — / etRcos¢Rd¢;
P B

(6.4)
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per cui avremo

I (R) :2/ ettt R dp .
B

Inoltre un semplice esame dei grafici mostra che

T T
0 < ——90 0<h<—:
cosf < 5 , SUS 55
20
cos < 1——, Egegw;
T 2

e quindi, essendo tR > 0 ed e” crescente,

™

w/2
I,(R) < 2/ etR(7r29)/2Rd9+2/ etR(7r729)/7ere
8 w/2
2
Ma da (6.4) si vede che B(R) — m/2 per R — +o0, per cui dall'uso della

regola di I'Hopital si ha

. W—Qﬁ(R) . W—Qﬁ(R) _ . 2 of
A R = i e = i RR)
) R
= lim —— = xy

R—+oo \/R? — 13

e quindi in definitiva

2( et — 1
lim 1 (R) < AT DET
R—+o00 t

Questo completa la dimostrazione. Il caso t < 0 per 'arco I', si tratta in
maniera analoga. Se infine xy fosse un numero reale negativo si modifiche-
rebbe solo in maniera inessenziale il valore degli estremi di integrazione degli
integrali I, ed I_. U

Questo Lemma consente di utilizzare la Formula di Riemann con una relativa
facilita. Supponiamo di avere una funzione F'(p) che soddisfa le ipotesi del
Lemma 6.3: posto innanzitutto a = maxg{Re[p |}, la F'(p) risultera rappre-
sentabile in integrale (unilatero) di Laplace di una f(¢) di classe C in tutto il
semipiano Re[p] > a. Per determinare tale anti-trasformata f(¢) prendere-
mo un arbitrario xy > « ed applicheremo la formula di Riemann (6.1) lungo
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la retta Re[p] = . Risulta conveniente eseguire I'integrazione nel campo
complesso mediante il Teorema dei residui: bastera infatti considerare una
circonferenza I', di centro in p = 0 e raggio R > xg, che contenga al suo
interno tutte le singolarita di F'(p), ed eseguire l'integrazione lungo i cam-
mini chiusi costituiti dalla corda tagliata da I' sulla retta Re[p] = zo e da
uno dei due archi I'_ o I'y, rispettivamente nei casi in cui ¢t > 0ot < 0. I
limiti per R — o0 degli integrali lungo I'_ e 'y sono sempre nulli in virth
del nostro Lemma, e la differenza principale fra i due casi consiste nel fatto
che tutte le singolarita di e’ F'(p) — che ovviamente coincidono con quelle di
F(p) — cadono per costruzione solo all'interno del cammino chiuso con I'_
(per t > 0), mentre allinterno dell’altro cammino chiuso con I'y (per ¢ < 0)
la F(p) ¢ olomorfa. Conseguentemente f(t) risulta identicamente nulla per
t < 0, mentre per t > 0 — tenendo conto dell’orientazione antioraria del cam-
mino chiuso — la Formula di Riemann ci dice che essa consiste nella somma
dei residui di tutte le singolarita di eP*F(p). Naturalmente questo corrispon-
de ad identificare la trasformata unilatera di f(¢) con la trasformata bilatera
della stessa f(t) prolungata e identicamente nulla per ¢ < 0.

D’altra parte in qualunque striscia parallela all’asse immaginario che non
contenga singolarita la F(p) sara rappresentabile in integrale (bilatero) di
Laplace di un’altra funzione, diciamo g(t), che si calcola in maniera analoga:
si prende z( nella striscia considerata e I' come nel caso precedente, e si vede
che il Teorema dei residui implica ora che g(t) vale la somma cambiata di
segno — a causa dell’orientamento orario del cammino chiuso — dei residui
delle singolarita di e’ F(p) con Re[py| < x¢ per t > 0, e la somma dei residui
delle singolarita e”"F'(p) con Re[py| > x¢ per t < 0.

Esempio 6.1. Facendo riferimento all’Esempio 4.7, consideriamo la funzione
a=Relg] >0

ed osserviamo che essa € olomorfa dovunqgue tranne che nei due poli semplici p =
+q e che soddisfa le ipotesi del Lemma 6.3. I residui della funzione eP'F(p) si
calcolano facilmente:

et e ¢

Res[q]zT, Res[—q] = — 5
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Avremo allora

ft) = {g{es[q]—i—Res[—q]:sinhqt jziig o < Relp]
Res[—q] = — e~

1) = {_EZ[S[ZL_&/Q/Q iz —a<Rep]<a
0 set>0

1) = {Res[q]Res[q]:sinhqt set <0 Relp] < —a

risultati coincidenti con quelli dell’Esempio 4.7.

6.3 Regole di antitrasformazione

Tipiche funzioni delle quali si calcolano le anti-trasformate sono le funzioni
razionali del tipo

Fo) = g

dove P,, e @), sono polinomi di grado rispettivamente m ed n. Si vede
subito che funzioni razionali di questo genere sono anti-trasformabili (cioe
sono trasformate di Laplace di qualche f(t)) solo se m < n. Infatti se m > n
sara sempre possibile dividere fra loro i due polinomi sicché, indicando con
S(p) e R(p) rispettivamente i polinomi quoziente e resto, potremo scrivere

R(p) |
Qn(p)’

ma abbiamo gia mostrato nell’Osservazione 6.1 che il polinomio S(p) non
puo essere una trasformata di Laplace, e quindi neanche la nostra F'(p) puo
esserlo. Anche nel caso m = n i due polinomi P, e ), possono essere divisi
e il quoziente S(p) risulta essere una costante ¢ non nulla: la discussione
dell’Osservazione 6.1 ci obbliga allora ad escludere anche questo caso. Se
invece m < n la F(p) puo essere anti-trasformata e in particolare si vede che
sono anche soddisfatte le ipotesi del Lemma 6.3 per cui 'anti-trasformata
(unilatera o bilatera, secondo le regioni del piano complesso nelle quali ci
poniamo) puo essere calcolata con la Formula di Riemann. A volte perd
puo non essere conveniente usare questa formula e puo essere piu semplice
fare le seguenti osservazioni: se ay,...,a, sono gli zeri distinti di @, (p) con

F(p)=S(p) +
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molteplicita ki, ..., k. (con ky + --- + k. = n), potremo sempre decomporre
la nostra funzione razionale nel modo seguente:

Pn(p) : { Cia Cjo2 Cchj }
@n(p) “|p—a; (p—a)? (p —a;)

F(p)

ricordando allora I'Esempio 5.1 e ponendo a = max;{Re[a;]|} avremo che
I'anti-trasformata unilatera associata alla funzione razionale per Re[p] > «

sara
.

Cik,
f(t) = Z eajt |:Cj,1 — Cj72t + -4 ;k‘]'tkj—l} )
=1 (k; — 1)t
Come vedremo negli Esempi ci sono anche dei metodi pratici piuttosto sem-

plici per calcolare i coefficienti C};.

Per finire va anche menzionato il fatto che il Teorema di derivazione 5.2
consente di calcolare I'anti-trasformata di una F(p) ricorrendo, se questo
dovesse risultare pitt comodo, all’anti-trasformata di una sua derivata F'™ (p).
Infatti in questo caso avremmo

LF] = (}i) L[]
Bisogna pero fare attenzione al fatto che l'esistenza dell’anti-trasformata
di una derivata di F(p) non implica necessariamente l’esistenza dell’anti-
trasformata di F(p) stessa. Cosi ad esempio F'(p) = —1/p* & sicuramente
anti-trasformabile e come si vede dall’Esempio 4.4 si ha f(t) = —t; ma po-
tremmo avere F'(p) = 141/p che non ¢ anti-trasformabile dato che le costanti
non sono tali.

Esempio 6.2. La funzione razionale

3p+7
Fp)= 55—
p*—2p—3
ha due poli semplici in p =3 e p = —1, e puo facilmente essere decomposta nella
forma
3p+7 3p+7 A B

p*=2p-3 (p-3)(p+1) p-3 p+1

1 coefficienti A e B si calcolano uguagliando i numeratori

3p+7=Ap+1)+B(p-3)=(A+B)p+(A-3B)
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e risolvendo il semplice sistema lineare

A+B = 3
A-3B =T

Si ottiene allora A =4 e B = —1 per cui per Re[p] > 3 la F(p) é la trasformata
di Laplace unilatera di

ft)=4e¥ - et t > 0.

1l medesimo risultato puo essere ottenuto con la Formula di Riemann sommando
i residui dei due poli semplici di eP*F(p). Osserviamo inoltre che il calcolo di A e
B puo essere effettuato anche con

Ip+T7

A = lim(p—3)F(p) = lim =4
lim(p — 3)F(p) = liny |
3p+7
B = i DHF(p) = li =-1
S, (p+ D) F(p) = lim, —=—
Esempio 6.3. Sia ora
5p% — 15p — 11
Fp)=———.
®= G D —2p
Questa funzione razionale presenta due poli: uno semplice in p = —1, ed uno triplo

i p = 2. In questo caso l’ordine elevato del secondo polo rende malagevole l'uso
della Formula di Riemann. Inoltre anche la determinazione canonica dei quattro
coefficienti della decomposizione

5p? — 15p — 11 A B C D

3 + 5+ 3 T

P+1(P-2° p+1 (p—-2)° (»-20? p-2
risulterebbe scomoda visto che essa darebbe luogo ad un sistema di quattro equazioni
lineari in quattro incognite. Per questo motivo € comodo cominciare ad applicare

il metodo mostrato alla fine dell’Esempio precedente per determinare A e B:
1

A = lim (p+1)F(p)=—=

p—-—1 3

B = lim(p—2)°F(p) = -7
p;)

Questo metodo, pero, non consente di determinare tutti i coefficienti: infatti (p —
2)2F(p) e (p — 1)F(p) sarebbero singolari in p = 2. Dalla conoscenza di A e B
possiamo pero ricavare un semplice sistema di due equazioni per i due coefficienti
restanti. Ad esempio calcolando F(p) in due arbitrari valori di p otterremo:

11 1 7 C D
F = _— = —_— —_ [ —
©) 8 38T 1 73
21
Fl) = = = ——474C-D

2 6
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e risolvendo il sistema C = 4 e D = 1/3. In conclusione [’anti-trasformata
unilatera é (pert >0)

ot T2 2t o2t
t)=—— — 4te®” + —
f(t) 3 5 TAteT
Esempio 6.4. Per la funzione
p
Flp)=———=
(p) (P2 + a2)2

risulta conveniente osservare che essa € il prodotto di due funzioni

P 1
F(p) = .
) p?2+a? p?+a?
le cui anti-trasformate sono gia note dall’Esempio 4.2. Il Teorema di convoluzio-
ne 5.12 consente allora di calcolare l'anti-trasformata di F'(p) nel modo sequente:

sinat 1 [ t
f(t) = cosat % na :/ cosatsina(t — 7)dr = — sinat
a a Jo 2a

Allo stesso modo si riconosce che

1 1 1

o) = pprie =2 Gy

e il prodotto di funzioni anti-trasformabili note, per cui
¢
fit)y=txte ™t = / Te T(t—T1)dr=(t+2)e "+ (t—2)
0

Esempio 6.5. L’anti-trasformata della funzione

1

= -2

puo essere calcolata con uno qualsiasi dei metodi precedenti che conducono sempre
al fatto che essa risulta trasformata di Laplace unilatera di

3t—1 2t —t
f(t)Z( )S e , t>0

nel semipiano Re[p] > 2.



6.3 Antitrasformazione 71

Esempio 6.6. Per calcolare I’anti-trasformata di
F(p) = arctanp

e conveniente osservare che )

T 142

ha come anti-trasformata sint in Re[p] > 0. Ne segue che la richiesta anti-
trasformata é

F'(p)

sint
Analogamente se
F(p) =In(p” +p+1)

st vede che 9+ 1
14

Fp)= 55—

pe+p+1

e una funzione razionale della quale é possibile calcolare ’anti-trasformata in uno
qualsiasi det modi descritti negli esempi precedenti. Un semplice calcolo mostra

allora che
2e7t/2 V3

cos—t1.
t 2

ft) =
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Capitolo 7

Risoluzione di equazioni
differenziali e integrali

7.1 Equazioni differenziali e integrali

Riprendiamo in considerazione 1’equazione differenziale lineare, di n-mo or-
dine, non omogenea e a coefficienti costanti

D afP) =ult), e #0 (7.1)

gia trattata nella Sezione 3.3, ma diversamente da quanto fatto in quell’oc-
casione supponiamo ora che le nostre funzioni siano definite solo per t > 0 e
che ad f(t) siano imposte delle condizioni iniziali del tipo

F0)=ag, f(0)=ar,...,f""V(0)=an..

Se tutte le funzioni in questione (comprese le loro derivate, ove necessario)
sono L-trasformabili, e se per le trasformate unilatere adottiamo la notazione

flit) < F(p), u(t) < U(p),

la Proposizione 5.5 ci consentira di trasformare (7.1) nella seguente equazione
algebrica per F(p)

Qn(p)F(p) =U(p) + Po1(p)

73



74 7 Risoluzione di equazioni

dove abbiamo posto

-1

n k
Qn(p) = Z Ckpk ; Pn,1 — Z Z alpk*l .
k=0

k=0 1=0

S

per cui ), e P,_; risultano essere polinomi rispettivamente di grado n ed
al piu n — 1. Ne segue dunque che la trasformata di Laplace della richiesta

soluzione sara
_ Ul | Pualp)
Qulp)  Qulp)

Questa F'(p) ¢ peraltro sicuramente anti-trasformabile: infatti P,,_;/@Q,, € una
funzione razionale con il denominatore di grado superiore al numeratore (vedi
la discussione di Sezione 6.3); mentre U/Q),, ¢ sicuramente antitrasformabile
in quanto prodotto delle funzioni F' e 1/@,, che sono antitrasformabili (vedi
Teorema 5.6). Se allora adottiamo la notazione

L 1 c P,_1(p)
om0 0

la soluzione dell’equazione (7.1) assumera la forma

F(p)

g(t)

£(t) = g(t) % ult) + o(t) = / ot = Py u(r) dr + o(t)

L’analogia formale con la soluzione (3.11) ottenuta in Sezione 3.3 con il me-
todo delle trasformate di Fourier ¢ evidente, anche se bisogna notare che vi
sono importanti differenze: innanzitutto ’operazione di convoluzione nei due
casi ha un significato diverso; inoltre, a causa delle diverse condizioni imposte
all’equazione, la funzione ¢(t) & qui calcolata in maniera differente e quindi
in genere non coincide con la g(¢) di (3.11); infine in questo caso compare
un ulteriore termine () la cui presenza ¢ dovuta alle condizioni iniziali che
non erano imposte nella Sezione 3.3. Naturalmente se le condizioni iniziali
fossero tutte nulle (ag = - -+ = a,, = 0) avremmo anche ¢(¢) = 0 e la soluzione
sarebbe

£(t) = g(t) * u(t) = / g(t — ) u(r) dr

se invece l'equazione differenziale (7.1) fosse omogenea (u(t) = 0) la solu-
zione sarebbe semplicemente f(t) = ¢(t) ed ovviamente in questo caso delle
condizioni iniziali nulle produrrebbero solo la soluzione identicamente nulla.
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Il metodo delle trasformate di Laplace puo essere applicato anche a sistemi
di n equazioni differenziali lineari, del primo ordine, a coefficienti costanti
del tipo

fj/‘(t)zzbjkfk(t)"‘uj(t), t>0
=1

con condizioni iniziali
fi(0) = a;.

Supponendo infatti che tutte le funzioni in questione siano L-trasformabili e
ponendo come al solito

ft) < Fp), wt) < Uip),

le note regole sulle trasformazioni delle derivate ci condurranno al seguente
sistema di n equazioni algebriche

(B—-pDF(p) = —[a+U(p)]

dove B e I sono le matrici di elementi rispettivamente b;j, e 6, mentre F(p),
U(p) ed a sono i vettori di componenti rispettivamente F;(p), U;(p) e a;.
Se il determinante dei coefficienti D(p) = |B — pI| non si annulla il sistema
si risolve con la regola di Cramer, ed indicato con Dji(p) il determinante
aggiunto dell’elemento di posto j, k nella matrice B — p1I le soluzioni sono

n

Fu(p) == _la; +U;(p)]

j=1

Dy, (p)
D(p)

D’altra parte, siccome i D, (p) sono polinomi di ordine al pitt n—1, le funzioni
razionali D, /D sono sicuramente antitrasformabili e posto

gir(t) = — %lzg)

le soluzioni del nostro sistema di equazioni differenziali saranno

n

Fe®) = [us(t) % gin(t) + ag;u(t) ]

J=1
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Infine le trasformate di Laplace trovano utile applicazione anche nel caso delle
equazioni integrali (o dei sistemi di equazioni integrali) di tipo convolutivo

£(t) = g(t) % () + u(t) = / gt — ) f(r) dr + u(t)

In questo caso, se tutte le funzioni sono L-trasformabili, posto

&y < Fp),  glt) < G, ult) <UD,

il Teorema di convoluzione 5.6 ci consente di ricavare 1’equazione algebrica

F(p)=G(p) F(p) + U(p)

da cui Uip)
b
Flp) = —L
e (p)
Se allora 1/(1 — G) risulta essere antitrasformabile e se poniamo
c 1
h(t
" ey

otteniamo la soluzione

7.2 Esempi

Esempio 7.1. Riprendiamo innanzitutto la discussione dell’equazione differenzia-
le (3.13) dell’Esempio 3.5 che ora, in considerazione del fatto che le nostre funzioni
sono considerate definite solo per t > 0, possiamo riscrivere come

LI'(t) + RI(t) = Ege ™, t>0.
Se a quest’equazione associamo una generica condizione iniziale I(0) = Iy potremo
calcolarne la trasformata di Laplace unilatera e posto

I(t) <& F(p)

otterremo [’equazione

Ey

L[pF(p)roHRF(p):era

)
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0ssia anche
IyL Ey

PO =, R T orowr R

Una semplice operazione di antitrasformazione conduce allora al risultato richiesto

e~ Rt/L _ o—at

€

It)=Ipe B/ Ly g~ —
(*) 0¢ + R al — R

Si noti che nel caso Iy = 0 questo risultato coincide esattamente (per t > 0) con
quello ricavato mediante una trasformazione di Fourier alla fine dell’Esempio 3.5,
ma la trasformazione di Laplace ci ha consentito di trattare in maniera estrema-
mente semplice anche il caso Iy # 0 che avrebbe posto problemi di discontinuita
per le trasformate di Fourier.

Esempio 7.2. Consideriamo ora il problema delle oscillazioni forzate di un oscil-
latore armonico descritte dall’equazione

Yy (t) + wdy(t) = coswt, t>0
con condizioni iniziali
y(0)=yo,  ¥(0)=no.

Se con Y (p) indichiamo la trasformata di Laplace di y(t), la trasformata dell’e-
quazione sara

2 2 b
Y(p) — — Y(p)= ———=
p (p) PYo — Vo + Wy (p) p2 +w?
da cul st ricava
p PYo + Vo

Y(p) =

P +w)P?+wd) pPPHwi

Osserviamo allora innanzitutto che

DYo +vo p Vo Wo L vy .
3 7 = Y03 st — 535 Yo cos wot + — sinwyt .
p* + Wy p*t+wy  wo p°+ wp wo

Inoltre per w # wgy avremo anche

D 1 D P C coswot — cos wt

P +?)(P?+wd) -2 [P+l PPl w? — wd

Questa espressione chiaramente non & definita per w = wqy in quanto forma in-
determinata del tipo 0/0. Si vede pero subito con una trasformazione diretta e
facendo uso del Teorema 5.2 che risulta

b L
(p? + w?)2

t
— sinwt.
2w
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1l medesimo risultato puo anche essere ottenuto dal caso w # wy mediante ['uso
della regola di I’Hépital. In definitiva otterremo quindi

cos wot — coswt vy .
y(t) = 5 5 ~+ yo coswot + — sinwot se w # wo
W — wg wo
t . vy
y(t) = — sinwt + ygcoswot + — sinwypt se w = wy
2w wo

Esempio 7.3. Si voglia risolvere l’equazione

y'(t) +yt) =t

con le condizioni iniziali y(0) = 1 e y'(0) = —2. La trasformazione di Laplace
conduce all’equazione

P’Y (p) = [py(0) + 4/ (0)] +Y(p) = 0>+ 1)Y(p) +2 —p = plz

e quindi si ottiene facilmente

1 p—2 1 p 3

Y(p) = + -+ — .
) p’(p*+1) p +1 p> pP+1 p?+41

In definitiva la soluzione é
y(t) =t + cost — 3sint

che evidentemente rispetta le condizioni iniziali in maniera automatica. Analoga-
mente [’equazione
2" (t) + x(t) = 2cost

con le condizioni x(0) = 0 e 2/(0) = —1 viene trasformata nell’equazione
PEp) + 14+ F(p) = 2
p+1
e dalla trasformata
1

2p
F(p) = —
e
st ricava la soluzione richiesta
x(t) = (t —1)sint.

Infine, mediante la funzione di Heaviside (4.3) possiamo scrivere l’equazione

")+ ft)=1—-2H(t—1)+ H(t — 2)
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associata alle condizioni f(0) = f'(0) = 0. L’equazione trasformata é allora

1-2e P+ e %
(14p*)F(p) = 5 :

sicché dalla trasformata

F( ) 1 2e7P n e~ 2p
p) = -
p(p?+1) p@E*+1) ppE*+1)

e dall’uso della formula (5.6) si ottiene la soluzione

f(t) = 1—cost—2[1—cos(t—1)]H(t—1)+[1—cos(t—2)]H(t—2)
= 2sin? <;) — 4H (t — 1) sin® <t21> + 2H (t — 2) sin® (’522> .

Esempio 7.4. Si voglia determinare la soluzione generale dell’equazione differen-
ziale del terzo ordine

y"(8) = 3y" (1) + 3y’ (1) — y(t) = *e".
Possiamo supporre in questo caso che le condizioni iniziali siano
y(0)=4, YO =B, y'(0)=C.
La trasformazione di Laplace conduce allora all’equazione

*Y (p) — (Ap* + Bp+ C)] — 3[p°Y (p) — (Ap + B)] + 3[pY (p) — A] — Y (p)

= (p—173%Y(p) — [Ap* + (B -3A)p+ (3A— 3B+ C)]

2
(p—1)3

e quindi, data Uarbitrarieta delle costanti iniziali, si ha

Ap?* + (B - 3A)p+ (3A—3B+O) N 2
(p—1)3 (p—1)°
a b c 2
p—1° -1 p—1 (1)

dove a, b e ¢ sono delle nuove costanti combinazioni lineari delle vecchie costanti
A, B e C; la relazione fra le vecchie e le nuove costanti qui non & rilevante: sara
importante renderla esplicita solo se si vuol mettere in evidenza la dipendenza della

Y(p) =
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soluzione generale dalle condizioni iniziali. In definitiva la soluzione generale,
dipendente da tre costanti arbitrarie, sara

2 el 1o et
t)=a-— +btel +ce +—.
Sara facile esercizio verificare che condizioni iniziali esplicite, ad esempio A =1,
B =0 ¢ C = -2, conducono a soluzioni particolari:
2 et 1o et
t)=—— —te' + e + —.

Esempio 7.5. A wvolte le condizioni da imporre alla soluzione non vengono as-
segnate come condizioni iniziali, ma a tempi successivi. Ad esempio si vogliano
determinare le soluzioni dell’equazione

y" (t) + 9y(t) = cos 2t

soggetta alle condizion:

T
y(0)=1, y(§>:—1-
Per usare il metodo delle trasformate di Laplace introdurremo una condizione
iniziale fittizia sulla derivata y'(0) = ¢, dove ¢ é una costante arbitraria che

verra determinata alla fine imponendo le condizioni richieste. Una trasformazione
dell’equazione fornisce allora

p
p*+4

P*+9)Y(p) —(p+c) =

e quindi

p+c P 4p c P
() P2+9 " (P2+9)(p2+4)  5(p2+9)  p2+9  5(p2+4)

La soluzione dipendente dal parametro ¢ é allora
4 1
y(t) = 5 cos 3t + g sin 3t + = C08 2t

e il valore di c si ottiene imponendo che

1_(3)_51
—Y\3) 77375

da cui si ricava che ¢ = 12/5 sicché la richiesta soluzione é

4 4 1
y(t) = 5C083t+ gsin3t+ gcos2t.
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Esempio 7.6. Per l’equazione differenziale
2'(t)+2'(t) =t
siano assegnate delle condizioni ad un istante diverso da t =0, ad esempio
z(1)=1, 2'(1) =0.

In questo caso conviene operare una traslazione dell’origine dei tempt introducendo
una nuova variabile s = t — 1 e una nuova incognita y(s) = x(s + 1) = x(t).
L’equazione diventa allora

Y'(s) +y'(s) =s+1
mentre le condizioni sono

y(0)=1,  y'(0)=0.
1l problema si risolve ora mel modo usuale trasformando [’equazione in
9 1 1
p F(p)—p+pF(p)—1=1§+2;

e ricavando la trasformata ti Laplace

1 1
F(p)=—5+-.
) P op
La soluzione a tempi traslati ¢ allora
2
s
— 14+
y(s) =1+
e ritornando all’iniziale coordinata temporale si ottiene la soluzione
t—1)2
z(t) =1+ ( ) :

Esempio 7.7. Consideriamo ora il sistema di equazioni differenziali

{ Pt = 2a(t) - 3y(t)
y'(t) = y(t) —2x(t)
con le condizioni iniziali x(0) = 8 e y(0) = 3, ed esequiamone la trasformata di

Laplace: se con X (p) ed Y (p) indichiamo le trasformate rispettivamente di x(t) ed
y(t), otterremo il sistema di equazioni algebriche

{(p—2)X(p)+3Y(p) = 8
2X(p)+(p—-1Y () = 3
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la cui soluzione ¢

8p — 17 5 3

X(p) = 52— = 24+ "
p?—3p—4 p+1 p—4

v — -2 5 2
Pl= 2734 T pr1 p-4

per cui facilmente si ottengomo le richieste soluzioni del sistema di equazioni
differenziali:
z(t) =5e" + 3¢, y(t) =5e -2,

Esempio 7.8. Ouviamente sara anche possibile applicare il metodo delle trasfor-
mate a sistemi di equazioni differenziali di ordine superiore al primo. Sia dato ad
esempio un sistema di tre equazioni differenziali del secondo ordine

a"(t) = 3[y(t) —x(t) + z(t)]
y'(t) = w(t) —y(t)
2'(t) = —z(t)
con le sequenti condizioni iniziali
z(0)=0, y(0)=0, =2(0)=1;
2'(0)=0, ¢(0)=-1, 2Z(0)=0.

Una trasformazione conduce allora al sequente sistema di equazioni algebriche per
le corrispondenti trasformate di Laplace

P’X(p) = 3[Y(p)—X(p)+Z(p)]
p’Y(p) = -1+ X(p)—Y(p)
p’Zp) = p—Z(p)

e quindi alle trasformate

3(p—1)
X(p) = =3
p*(p? +4)
3(p—1) 1
Y = —
P = e D@y A
p
Z = —
(p) P
i modo che la soluzione del nostro problema é
3 3 3 .
z(t) = 1(1 —t) — 1 cos 2t + 3 sin 2t
(6) = S(1—t)+Scos2t— L sin2t — cost
y = 1 7 608 g sin cos

z(t) = cost
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Esempio 7.9. 5i voglia determinare la soluzione generale dell’equazione
ty" (t) + 2y (¢) + ty(t) = 0.

Come in altri casi simili fisseremo innanzitutto delle condizioni iniziali generiche
del tipo

y(0)=y.  ¥(0)=1o.
Bisogna pero subito osservare che questa equazione e diversa da quelle trattate
finora per il fatto rilevante che i suoi coefficienti non sono costanti. In alcuni
casi di questo genere la trasformazione di Laplace puo ugualmente essere molto
utile: se con F(p) indichiamo la trasformata di Laplace di una genericajfunzione

L-trasformabile f(t), unificando i risultati del Teorema 5.2 e della Proposizione 5.5
st ottiene

mdm

) (1) dpm

n—1
piF(p) =Y _pF ) (72)
k=0

Come vedremo subito questo consente di trasformare equazioni differenziali che
contengono termini del tipo t" f(™) (t) in altre equazioni differenziali (ma non pit
solo algebriche) per F(p) che possono risultare piu semplici. Nel caso del nostro
esempio, supponendo di indicare con'Y (p) la trasformata diy(t), si vede facilmente
che con l'uso di (7.2) si ricava la nuova equazione differenziale lineare del primo
ordine

L +p")Y'(p) = w0
la cui soluzione generale é presto trovata:

Y(p) = —yparctanp + a.

Siccome pero una costante a non puo essere considerata come trasformata di La-
place di qualcosa, siamo costretti a considerare solo la soluzione con a = 0, cioé

Y (p) = —yparctanp, e dall’Esempio 6.6 sappiamo che la sua antitrasformata é
sint
y(t) = ZUOT . (7.3)

Se da un lato questo risolve il nostro problema, dall’altro ci pone una domanda
interessante: come mai questa soluzione generale dipende solo da una costante ar-
bitraria (il valore iniziale yo) e non da due, come sarebbe da attendersi visto che
abbiamo a che fare con un’equazione differenziale e lineare del secondo ordine? Do-
ve & finita Ualtra costante arbitraria legata al valore iniziale vy della derivata? Una
prima osservazione é che, diversamente dagli altri Esempi fin qui trattati, in que-
sto caso la costante vy scompare dall’equazione per Y (p) a causa della derivazione
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rispetto a p. Questa perdita viene pero recuperata nella soluzione generale dell’e-
quazione differenziale per Y (p) che, essendo del primo ordine, dipende a sua volta
da una costante arbitraria a. Ma abbiamo visto nella discussione che, se vogliamo
interpretare Y (p) come una trasformata di Laplace, questa costante deve essere
nulla, per cui alla fine dei conti la nostra soluzione generale y(t) risulta dipen-
dente da una sola costante arbitraria. La spiegazione di questo paradosso risiede
nel fatto che Ualtra soluzione linearmente indipendente da (7.3) (perché quest’altra
soluzione evidentemente esiste) €, come si verifica facilmente per sostituzione,

y(t) = —, (7.4)

per cut la soluzione generale della nostra equazione é

B Asint + Bcost
— - )

y(t)

Ma come si vede anche immediatamente la soluzione (7.4) non é L-trasformabile
(la sua ascissa di convergenza é 4+00), anzi essa non é neanche di classe C, a
causa della sua singolarita non integrabile int = 0. Non sarebbe quindi ragionevole
pensare di poter ricavare questa seconda soluzione con il metodo delle trasformate
di Laplace.

Esempio 7.10. Determiniamo ora la soluzione generale dell’equazione
tz” (t) — 22'(t) = 0.

Introducendo delle generiche condizioni iniziali

possiamo trasformare l’equazione data usando la relazione (7.2):
—p*X'(p) — 2pX (p) + a — 2pX (p) + 2a = 0
ricavando un’equazione differenziale del primo ordine per X (p):

4 3a
X'(p)+-X(p) = —-
p p?
Questa equazione, come nell’Esempio precedente, non dipende dal valore di b; pe-
raltro la forma stessa dell’equazione iniziale impone che sia b = 0. L’equazione

per X(p) é comunque facilmente risolta con metodi standard e si ottiene
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dove ¢ € un’arbitraria costante di integrazione. Consequentemente la soluzione
generale della nostra equazione iniziale e

t3

t) = s
x(t) a+c6

che questa volta dipende da due costanti arbitrarie, come ¢é lecito attendersi per le
soluzioni generali di un’equazione differenziale del secondo ordine.

Esempio 7.11. Un esempio di equazione integrale di tipo convolutivo é

y(t) = 24 /0 y(r)sin(t — 1) dr = £+ y(t) *sint

la cui trasformata di Laplace é

2 Y(p)
Y(p) =—=
Ne segue che
2(1+p?) 2
Yp)=—F5 =3+t 5
p p p
e quindi si ottiene subito che
4
t) =t .
y(t) ="+ 15

Analogamente 'equazione

f(t):cost+/0(t—s)f(s)ds:cost+t*f(t)

conduce all’equazione algebrica per la trasformata

p +F(p)

cioé alla trasformata

p
0= e

e quindi alla soluzione
cost + cosht

£ty = <
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Esempio 7.12. Il metodo delle trasformate di Laplace permette anche di risolvere
dei sistemi di equazioni integrali del tipo
t ¢
Ao = o+ [ e Ipas+ [ -9 ds
0 0
= t+ e txfi(t) +tx fat)
¢ t
fo(t) = 1 —i—/ sinh(t — s) f1(s) ds —/ =) fo(s) ds
0 0
= 1+ sinhtx fl(t) + et * fg(t)

che possono facilmente essere trasformati nel sequente sistema di equazioni alge-
briche per le trasformate Fi(p) ed Fy(p) rispettivamente di f1(t) ed fo(t):

1 Fip) , B
F = —+ +
1(p) Pt p+1 p?
1 Fi(p) I
ey = Ly B®) R)
p p -1 p-1
La soluzione di questo sistema é
2 3_ .2
p°+p—1 p’—p*+1
Fi(p) = Fy(p) =

pp—1)(*+1)" pp—1)(p*+1)
e pertanto la soluzione del sistema di equazioni integrali é

2+ et +sint — 3cost
2
cost — 2sint + cosht

2

fit) =
f2(t) =




